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Prefacio

Escribi estas notas en el verano del 1996, en un taller deicg&o de problemas de concurso para maestros de secundaria
en Puerto Rico.

El hacerlas accesibles en la red me ha hecho percatar cles lidin sido para estudiantes de habla castellana, ya que
muchos lectores se han comunicado conmigo. Por eso deeididaisarlas frecuentemente.

Quisiera pues pedir a los lectores el que me comunicaseresigae hallaren, etc.

Bastante del material que aqui aparece es traduccion dei@hgtee he escrito en lengua gringa. De semana en semana, de
mes en mes, iré afladiendo material y las respuestas de gpmioios. Todavia necesito afiadir material en geométdaia
de grafos, enumeracién y analisis. Invito también a lo®testa contribuir material. David A. SANTOS
dsantos@ccp.edu


mailto:dsantos@ccp.edu
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Aviso Legal

La loi dans sa majestueuse égalité, interdit a tous, augsichmme aux pauvres de dormir sous les ponts, de mendier dans
la rue et de voler du pain. — Anatole France (Les Lys Rouge 4189

This material may be distributed only subject to the ternts@mnditions set forth in the Open Publication License, ioers
1.0 or later (the latest version is presently available at

http://www.opencontent.org/openpub/.

THIS WORK IS LICENSED AND PROVIDED “AS IS” WITHOUT WARRANTY GF ANY KIND, EXPRESS OR IM-
PLIED, INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO, THE IMPLIED WARRANTIES OF MERCHANTABILITY AND FITNESS
FOR A PARTICULAR PURPOSE OR A WARRANTY OF NON-INFRINGEMENT.

THIS DOCUMENT MAY NOT BE SOLD FOR PROFIT OR INCORPORATED INTOOMMERCIAL DOCUMENTS
WITHOUT EXPRESS PERMISSION FROM THE AUTHOR(S). THIS DOCUME MAY BE FREELY DISTRIBUTED
PROVIDED THE NAME OF THE ORIGINAL AUTHOR(S) IS(ARE) KEPT ANCANY CHANGES TO IT NOTED.




Capitulo

Técnicas elementales

1.1. Contradiccion

1 Ejemplo Searx,y,z w enteros satisfaciendo

1 1 1 1
SHS+S+==1
X'y z w

Demuéstrese que al menos uno de ellos es par.

»Resolucion: Presimase que todosyxz,w son nones. Luego

YZWH XZW-H XYW+ XyZ= XyZW
El lado siniestro es par, por ser la suma de cuatro enterosesoi! lado diestro es non, siendo el producto de
cuatro enteros nones. Esto resulta en una contradiccion.

2 Ejemplo El producto de 34 enteros es igual a 1. Demuéstrese que ladrigsios no puede ser 0.

»Resolucion: Forzosamente los enteros deberan $dr. Ya que el producto €5 debe de haber un nimero par
de—1's. Sila suma de estos enteros fusentonces deberia haber tant¢d’s como—1's. Luego asi habran de
haber diecisiete-1's y diecisiete+1's, lo que conlleva a una contradiccids.

1

3 Ejemplo Demuéstrese, sin recurrir a una calculatriz, qu\@S < 10

. , 1 1
»Resolucion: Presimase quéf\/3_52 10 Entonces$ — 0 > /35, 0 sea,59 > 10v/35. Al cuadrar uno y

. . 1
otro lado,3481> 3500Q lo que no tiene sentido. Luego entonces se concluyé gug35 < 10 <

4 Ejemplo Seaaj,ay,...,an una permutacién arbitraria de los enterg®, 1. ., n, donden es non. Demuéstrese que el producto
(g —1)(az—2)---(an—n)
es par.
»Resolucion: Obsérvese primero que la suma de un nimero impar de entepasesimpar es. Solo tiene que

demostrarse que al menos una de las diferenciaslaes par. Presimase al contrario, que todas las diferencias
ax — k impares son. Es evidente que

S=(a1—1)+(ag—2)+---+ (an—n) =0,

1



2 Capitulo 1

ya que las g's son un reordenamiento de2,...,n. S es, por suposicion, la suma de un nimero impar de enteros
impares, resultando en el entero parEsto es imposible, asi que nuestra suposicion inicial lsa fapor lo tanto
al menos una de las diferenciag-ak es par, lo que por consiguiente, hace par al produsto.

5 Ejemplo Demuéstrese que@ es irracional.

- . a o .
»Resolucién: Prestimase que’2 = - con enteros positivos B. Esto conlleva b% = a?. Ahora bien, tanto 4

como I tienen un ndmero par de primos en su factorizacién (contaageticiones). Lueg@b? tiene un ndmero
impar de primos en su factorizacién ¥ tiene un nimero par de primos en su factorizacién. Esto eolite el
hecho de que todo entero positivo mayor qumriede descomponerse en factores primos de forma Uaica.

6 Ejemplo Demuestrese que 2003 no es la suma de dos cuadrados.

»Resolucion: Primero se demostrara que la suma de dos cuadrados nuncaei{uo3 al ser dividida por
4. De esto se obtiene el resultado de inmediato. Cada entetobésn par, (de la forma&k) o non (de la forma
2k+ 1). Se tiene que

(2k)? = 4(K),

(2k+1)? 4(K2+ k) + 1.

Luego, el cuadrado de cada entero o bien deja residwadbien deja residud al ser dividido por4. La suma de
dos enteros entonces dejara residyd, o 2 al ser dividida por4. «

7 Ejemplo  Sia, b, c son enteros impares, demuéstrese que la ecuagiénbx+ c = 0 no posee una solucién racional.
»Resolucion: Si la ecuacion poseyere la solucion racior%,l con pg relativamente primos, entonces

2
a(%) +b(§> +¢c=0 = ap?+bpg+cd =0.

Siambos py p fuesen nones, entoncésampa+ cq’ seria también non, y por lo tant6 0. De manera semejante,
si uno entre p y q fuese impar y el otro par, luego o bieA-appq o bien bpg-cq? seria par, y ap+ bpg+cq?
impar, otra contradiccion. Luego, tal raiz racional d frag s ficticia.«

Tarea

8 Problema EnAABC, A> B. Demuéstrese queC > AC. 10 Problema Seaa = 0,999... en donde hay al menos 2000 nueves. Demuéstrese que
la expansion decimal dg'a también comienza con al menos 2000 nueves.

9 Problema  Sea O< a < 1. Demuéstrese quga > . 11 Problema Demostrar que no existen entem®, ¢, d tales que

X+ 24 4+ 2x+2 = (X +ax+b) (3% +cx+d).

1.2. Principio de las pichoneras de Dirichlet

12 Ejemplo Las nueve casillas de un cuadrade 3 son llenadas aleatoriamente pet’s, 0's, 0 1's. Demuéstrese que entre
las ocho sumas resultantes (tres columnas, tres filas y dgsrtiles), hay al menos dos de ellas idénticas.

»Resolucion: Hay siete sumas posibles, cada una un entero del conjurBp—2,—1,0,1,2, 3}. Por el principio
de las pichoneras, dos de las ocho sumas del cuadrado dederéoincidir.«
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13 Ejemplo Cincuenta y un puntos se distribuyen sobre un cuadradd.lDemuéstrese que hay al menos tres puntos que
. 1.1
pueden ser cubiertos por un cuadr%i@ c

»Resolucion: Dividase al cuadrado en veinticinco subcuadra%os c cada uno de ellos con sus lados para-

- 51
lelos al cuadrado original. Uno de estos subcuadrados ptﬁsﬁ} =3 al menos«

14 Ejemplo (Putnam 1978) SeaA cualquier conjunto de veinte enteros escogidos de la psagraritmética 14,...,100
Demuéstrese que hay al menos dos enteros diferentesgya suma es 104.

»Resolucion: Agrupese los treinticuatro enteros de esta progresion emlicienueve grupos
{1},{52},{4,100},{7,97},{10,94},...,{49,55}.

Como se habra de escoger veinte y se tiene diecienueve tosjjse habra de tomar dos enteros, al menos,
perteneciendo al mismo conjunto, y estos sumari64 «

15 Ejemplo Demuéstrese que entre siete enteros positivos distinth86, siempre se puede conseguir dos de ellgsh
satisfaciendo
b<a<2b.

»Resolucion: Dividase el conjuntd1,2,3,...,126} en los seis subconjuntos
{1,2},{3,4,5,6},{7,8,...,13,14},{15,186,...,29,30},
{31,32,...,61,62} y {63,64,...,126}.
Dos de los siete enteros yaceran en el mismo subconjuntisfesaran las desigualdades mencionades.
16 Ejemplo No importa cuales cincuenta y cinco enteros se selecciomen d
{1,2,...,100},

demuéstrese que habréa dos de ellos cuya diferencia sera 10.

»Resolucion: Obsérvese primero que si elegimos b enteros de cualquiera ristra d2n enteros consecutivos,
entonces habra dos cuya diferencia sera n. Esto es pateafmatar los2n enteros consecutivos

{a+1,a+2,a+3,...,a+2n}
en los n pares
{a+1,a+n+1},{a+2a+n+2},....,{a+n,a+2n}.
Agrupese pues los cien enteros como sigue:
{1,2,...20},{21,22,...,40},
{41,42,...,60}, {61,62,...,80}

{81,82,...,100}.

Si seleccionamos cincuenta y cinco enteros, entoncesyzimzente habremos de seleccionar once del mismo
grupo. Del dicho grupo, por la observacion anterior (cor=r10), habra dos cuya differencia sef®. «
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17 Ejemplo (AHSME 1994) Marquese a un disco con la etiquetd,“a dos discos con la etiquet2™; a tres discos con la
etiqueta 3", ..., a cincuenta discos con la etiqué&0’. Pongase a estos#12+ 3+ ---4+50= 1275 discos en una caja. Se
sacan luego discos de la caja, al azar y sin remplazo. ¢ Cathémero minimo de discos que se debe sacar para garaftizar a
menos diez discos con la misma etiqueta?

»Resolucion: Sise sacatodosldst2+---+9=45discos con etiquetadl”, ..., " 9"y cualquiera nueve discos
con etiquetas 10", ..., “ 50", se habra sacad@5-+9-41=414discos. EX415avo disco sacado garantizara que
haya al menos diez discos con la misma etiquata.

18 Ejemplo Dado cualquier subconjuntde diez enteros del conjun{d, 2, ...,98,99} demuéstrese que siempre habra dos
subconjuntos disjuntos decuyos elementos tienen la misma suma.

»Resolucién: Hay 21°— 1 = 1023subconjuntos no nulos que se pueden formar con un conjunttiedeele-
mentos. A cada uno de estos subconjuntos le asociamos su lsamm@xima suma que puede ser obtenible es
90+91+---+99=945< 1023 Luego, hay dos subconjuntos, digamo$ $1o necesariamente disjuntos) cuya
suma de elementos es idéntica. Luego(S1T) y T\ (SNT) también tienen suma idéntica de elemenios.

19 Ejemplo Dados cualesquiera 9 enteros cuyos factores primos yagelncenjunto{3,7,11}, demuéstrese que habra dos
cuyo producto es un cuadrado perfecto.

»Resolucion: Para que un entero sea un cuadrado, todos los exponentes geifnos de su factorizacion en
primos deben ser pares. Todo entero cuyos factores yagahcemjento dado es de la form@#7°11°. Los trios
(a,b, c) yacen en exactamente uno de8gsatrones de paridad (par, par, par), (par, par, non), (pasm par), (par,
non, non), (non, par, par), (non, par, non), (non, non, p&npn, non, non). En un grupo de nueve tales enteros,
habra pues dos cuyo patrén de paridad sea idéntico. Luegooelygto de estos dos enteros es un cuadrado, ya
gue la suma de cada exponente sera gar.

Tarea

20 Problema  Si se tomam+ 1 enteros del conjuntdl,2,...,2n}, demuéstrese que 23 Problema (AHSME 1991) Una mesa circular tiene exactamente sesenta sillas en
siempre habra dos que son relativamente primos. torno. HayN personas ya sentadas de manera que la proxima persona e
fuerza se sentara al lado de alguien. ¢ Cuél es el valor mufrh@

21 Problema  Si se tomam+ 1 enteros del conjuntgl,2,...,2n}, demuéstrese que
siempre habra dos tales que el menor dividira (sin dejaduegial mayor. 24 Problema  Cinco puntos cualesquiera son colocados sobre un cuadeatimla 1.

Demuéstrese que dos de ellos estan a una distancia de a lo/&2)t#0

22 Problema Pruebe que entre+ 1 enteros, siempre habréa dos cuya diferencia gera
divisible porn.

1.3. Paridad

25 Ejemplo Dos esquinas diametralmente opuestas son cortadas delermtde ajedrez, que como se recordard, tiene 64
casillas. Demuéstrese que es imposible recubrir totakreetats 62 casillas restantes de 31 domindés.

»Resolucion: Cada dominé cubre cuadrados de diferente color. Al elimihas casillas diametralmente opues-
tas, se eliminan dos casillas del mismo color. Por lo tantedan32 casillas de un color B0de otras y luego los
31dominds no las pueden cubrir a todas.

26 Ejemplo Los 28 dominds de un juego se enfilan observando las reglaodehd. Si al principio de la cadena se observa
un 6 ¢qué entero se observara al final de la cadena?
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»Resolucion: Se observara también a @ Cada namero debe ocurrir un nimero par de veces de manera que
se puedan enfilar. De los oclis: se tiene uno al principio de la cadena, seis de ellos seeguran entre si en
medio de la cadenay finalmente, el restante quedara al finkl dadena.«

27 Ejemplo  Demuéstrese que para ninguna seleccién de signos en
1+24+---+£10,
se obtendra una suma 0.

»Resolucion: La sumal+2+---+10= 55, un entero impar. Ya que la paridad no es afectada por la efetci
de signo, para cualquier seleccion de sightt+ 2+ -- -+ 10nunca serd par, y en particular, nunca seéia«

28 Definicién Llamasepunto reticular en el planal punto coordenadon, n) en el plano cuyas coordenaday n son ambas
enteras.

29 Definicion El punto medio del segmende recta que comienza éxy) y termina enxy,y;) es el punto

(e 1)

30 Ejemplo Se seleccionan cinco puntos reticulares en el plano, al @eanostrar que existe dos de entre ellos que forman
un segmento de recta cuyo punto medio es también un purdolesti

»Resolucion: Hay cuatro patrones de paridad posibles para cada punt@uddir en el plano: (par, par), (par,
non), (non, non), (non, par). Por el principio de las pichcas dos de los cinco puntos reticulares compartiran el
mismo patrén de paridad, y luego, su punto medio sera tambiéular.«

Para los ejemplos siguientes necesitaremos algunas d&fiesade tetrominds, las cuales se daremos en las figurdseal ca

L] (11l
Figura 1.1: L-tetromind Figura 1.2: T-tetrominé Figura 1.3: Tetromind recto
Figura 1.4: Tetromin6 torcido Figura 1.5: Tetrominé cuadrado

31 Ejemplo Se posee tan sélo una copia de los cinco tetrominds arribados, pudiendo asi cubrir 20 cuadrados. Demués-
trese que es imposible arreglarlos de tal manera que se @uioreectangulo.

»Resolucion: Si tal rectangulo existiese, tendr20 cuadrados. Coloreése el rectangulo a la manera de un
tablero de ajedrez, con diez cuadrados rojos y diez negrb3:tEtromind siempre cubre un ndmero impar de

cuadrados rojos y los otros siempre cubren un nimero par delr@dos rojos. Asi pues el niumero de cuadrados
rojos cubiertos es impar, contradicciéa.
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32 Ejemplo Demuéstrese que un tablero de ajedrez 8 no se puede recubrir totalmente con 15 tetrominds rectas y
L-tetromino.

»Resolucion: Coloreése las filad,3,5,7 en blanco y las filag,4,6, 8 en azul. Un tetrominé recto siempre

cubrird un niumero par de cuadrados blancos y un L-tetromieépre cubrird un nimero impar de cuadrados
blancos. Si el recubrimiento fuese posible entonces saréufan sélo un nimero impar de cuadrados blancos,
contradiccion .«

Tarea

33 Problema Veinticinco nifios y veinticinco nifias son sentados alredelé una mesg 36 Problema Demuéstrese que un tablero2@0 nunca se podréa recubrir totalmente
circular. Demuéstrese que ambos vecinos de al menos urenpessran nifias. con 25 tetrominds rectos.

34 Problema  Se sueldan 2001 varillas (rectas) formando un camino. Dearagie no| 37 Problema Demuéstrese que un tablersc® nunca se podra recubrir totalmente con
existe ninguna linea recta—no pasando por un punto de soklaeél camino—que in{ 15 T-tetrominds y un tetrominé cuadrado.
tersecte a todos los 2001 segmentos del camino.

38 Problema Una urnatiene 900 boletas, numeradas del 100 al 999. Selsalesas al
35 Problema  Se escribe los,2,...,2001 enteros en una pizarra. Se borran de do$ @aar y sin remplazo, y se suman sus digitos. ¢ Cual es el nimesror de boletas que se
dos, remplazandolos con el valor absoluto de su difereBemostrar que el Gltimo nd} necesitard sacar para garantizar que al menos tres de elst@s lbengan la misma suma
mero obtenido nunca sera 0. de digitos?

1.4. Induccién

El principio de induccion matematica resta en la siguieft®eovacion intuitiva. Supongamos que tenemos que efectuar
unatarea que requiere cierto nimero de pasos sucesivan@upos que siempre lograremos completar el pasga hemos
completado el paso— 1. Asi pues, si acaso pudiésemos comenzar (completandsatase), entonces podriamos completar
todos los pasos a partir del paso base.

Asi pues, en el principio de inducciéon matematica, tratadeosomprobar la veracidad de una aseré&ém) estableciendo
primero su validez en un caso bdge(usualmentég = 1). Luego tratamos de establecer si informacion sobre ideabe
P(n—1) conlleva a informacién favorable soldeén).

39 Teorema (Principio de induccién matematica) Si un conjunta¥ de enteros positivos posee al 1, y también se verifica
gue el enterm+ 1 esta toda vez que el enteresté, entonces” = N.

40 Corolario  Si el conjunto« de enteros positivos contiene al entenoy también contiene al entem+ 1 siempre que
contenga a, donden > m, entonces¥ es el conjunto de todos los enteros positivos mayores odgaah.

41 Corolario (Induccién robusta) ~ Si el conjunto</ de enteros positivos contiene al enteng/ también contiene a+ 1
siempre que contengana+ 1, m+2,...,n, donden > m, entoncesy es el conjunto de todos los enteros positivos mayores o
iguales am.

42 Ejemplo Demostrar que™> n, ¥n € N.

»Resolucién: La asercién es cierta para# 0, ya que2® > 0. Presiimase que" ! > n—1 paran> 1. Ahora
bien,
2"=2(2"1)>2(n—1)=2n—2=n+n-2.

Peron—-1>0 = n—2>0,yaque - n—2>n+0=nYy entonces,
2">n.

Esto establece el resultado por induccién.
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43 Ejemplo Demostrar que todo cuadrado se puede descompones@ncuadrados, no necesariamente del mismo tamafio,
paratodan=4,6,7,8,....

»Resolucion: Al dividir al cuadrado en cuatro, como en la figufa6, se incrementa el nimero de cuadrados
por tres. Asi pues, si n es asequible, también lo €8nAsi pues, si se demuestra que-i16, N =7y n= 8 son
factibles, entonces se conseguira toda descomposiciorref cuadrados. Pero esto se deduce de las figards

y 1.8(para n=7, se descompone uno de los subcuadrados de la figGyaterminando la demostracior

Figura 1.6: Ejemplal3. Figura 1.7: Ejemplal3. Figura 1.8: Ejempla!3.

44 Ejemplo Demostrar que
33 _26n—27

es un multiplo de 169 para todo nimero nataral

»Resolucion: Sea Rn) la asercion ‘9T e N with 33" —26n—27 = 169T ” Demostrarase que F) es cierta y
que An—1) = P(n). Para n=1 se asevera qué® —53=676= 169- 4 es divisible por.69, lo cual es evidente.

Ahora bien, Pn— 1) se traduce en la existencia de une\N tal que33"~V+3_26(n—1) —27=16N, i.e., para
n>1
3" 26n—1=16N

para algun entero N. Luego
33 _26n—27=27-3%"—26n—27=27(3*"—26n—1) + 676

lo que simplifica a
27- 16N+ 169- 4n,

gue claramente multiplo dE69es. Esto establece el resultado mediante inducaidn.
Tarea

45 Problema  Demostrar que para todo entere- 1, la cantidad 47 Problema  Si se tomam+ 1 enteros del conjunt§l,2,...,2n}, demuéstrese que
siempre habra dos tales que el menor dividira (sin dejadue}ial mayor.
(1+V2)" + (1—V2)>

es un entero pary que . ) -
(14vV2)" — (1-v2)* — by/2 48 Problema  La sucesion d€&ibonacci esta dada por

para algun enterb. fo=0, fi =1, far1 =+ frog, N>1,

46 Problema  Sik es impar, demostrar qué2? divide a esto es, cada nimero luego del segundo es la suma de los dedgntes. Asi la sucesion

@1 de Fibonacci comienza por

para todo naturai. 0,1,1,2,3,5,8,13,21,....
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Demuéstrese mediante induccién matematica , que par@entet, se tiene 53 Problema Sean > 1 un entero y se& un conjunto constituido der2+ 1 enteros
positivos no nulos, no necesariamente distintos. Supényaes’ tiene la propiedad si-
fao1fher= fn2 + (=" guiente: Six € ¢, entonces existe particicion &€\ {x} en dos subconjuntosy B de

n elementos cada uno tal que la suma de los elementdsesnigual a la suma de los
elementos eB. Demostrar que todos los elementos&leson idénticos.

49 Problema  En el paisPesimistalas monedas sélo vienen en cantidades de 3 y § pe-

sos. Demostrar que toda cantidad de 8 0 mas pesos se puedegagatas monedas.

54 Problema Seanay,ap,...,an Y b1,by,..., by enteros naturales no nulos. Supéngase

50 Problema  Utilicese induccién para demostrar que para todo nimetoalat> 0 que

(1_ 711) (1_ S_l?) (1_ ﬁ) - 2(nn121)‘

51 Problema Utilicese induccién para demostrar que para entero natulalcandidad
n® + (n+1)% + (n+2)° es siempre divisible por 9. Puede avalarse de la identidad

ata+--ta,=b+b+---4+b,<mn

Demostrar que siempre es posible suprimir unos cuantosn@snde uno y otro lado
(ipero no todos!) y conservar la igualdad de la suma de losinés restantes.

55 Problema Mediante induccion, demuestre que todo tridngulo equdgpeiede ser

3_ .3 2 3
(a+b)* =a’ +3a%h+ 3ab’ + b°. descompuesto emsubtriangulos equilateros (no necesariamente del mismafta) pa-

ratodan > 6.
52 Problema Demostrar que para todo entere: 1,
r 1 _, 1 56 Problema  Seas un entero estrictamente positivo. Demostrar que en ehialece-
1+ + ot <2 . A
22 n? n rrado[s; 2s] hay una potencia de 2.

1.5. Buen orden

57 Axioma (Axioma del buen orden)  Todo conjunto no vacug” de niUmeros naturales posee un elemento minimo.

58 Ejemplo Demuéstrese que no existe ningun entero natural en el ahbady1[.

»Resolucion: Presimase al contrario que el conjunté de enteros naturales €f;1[ no es nulo. Por el axioma
del buen orden, este conjunto debe poseer un elemento mifamémosle m. Ahora bie®,< M’ < m< 1,y
por tanto nf € .. Pero esto quiere decir qug’ tiene un entero positivo frestrictamente menor que su minimo
elemento m, contradiccion, y por lo tanté = &. «

59 Ejemplo Sia, b, c son enteros tales qua8 + 2b° = 4c®, demuéstrese que=b=c=0.

»Resolucion: Es evidente que podemos restringirnos al caso donde todasdagnitas son mayores o iguales
a 0. Escojase un trio &, ¢ satisfaciendo la ecuacién y con

max(a,b,c) >0

tan pequefio como fuere posible. $ita2b® = 4c® entonces a debera ser par=a2a;. Esto conlleva 82a?+ b =
2c%. Luego también b= 2b; y asi16a$ 4 32b = c®. Finalmente esto da e 2c;, por lo cual & + 2b$ = 4c8.
Peromaxag,bi,c1) < maxa,b,c) lo que contradice la minimalidad d@axa,b,c). Asi pues se debe tener que
maxa,b,c) = 0y todas las incognitas sah «

2 b2 a2 b2
60 Ejemplo (IMO 1988) Sia,b son enteros positivos tales q{ie;% es entero, entonces demuestre %‘H%—% cuadrado es.

a?+b?

»Resolucién: Supdngase qu =k es un contra-ejemplo de un entero que no es cuadradanéota, b)

ab
tan pequefio como fuere posible. Sin pérdida de generalidsslimase que & b, ya que si a= b entonces then
2a?
O<k=—5—<2
ST @yt Y

forzando k=1, un cuadrado.
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Ahora bien, &+ b?—k(ab+ 1) = 0 es una ecuacién cuadrética en b, con suma de raices ka y pmdeaaices
a’—k. Sean b, b sus raices, de modo que-bb=kaybb=a’—k.

Si ak son enteros positivos, el suponer que<b0 es incompatible conZat b% =k(aby +1). Como k no es
cuadrado, el suponerb= 0 es incompatible con%a+ 0? = k(0-a+ 1). Ademas

2 2
ac—k b —k
b, = < <h.
b b
a2+ b? o

Entonces hemos encontrado otro enteygphbra el Cua|1+ abi =k y que es menor quaax(a, b), contradiccion.

Entonces pues k cuadrado ee.
Tarea
61 Problema Demostrar que la serie infinita de cuadrados 62 Problema Demostrar que cuartetos de enteros estrictamente pasitiypz w) sa-

1,4,9,16,..., tisfaciendo la ecuaciox? +y? = 3(Z +w?) no existen.

no contiene ninguna progresion aritmética infinita.

1.6. Condiciones extremas

63 Ejemplo (Problema de Sylvester)  Un conjunto den puntos en el plano posee la propiedad que toda linea pasandog
de ellos siempre pasa por un tercero de ellos. Demuéstredegjpuntos estan alineados.

»Resolucion: Silos puntos no estuviesen alienados, entre todos los ppres de puntos p no sobre la linea L
habra uno minimizando la distancia d entre p y L. Sea f el pitadeerpendicular de p a L, como en la figura
1.9. Por hipétesis hay al menos tres puntgb,@ sobre L. Dos de éstos, digamos a y b, estan del mismo lado que
f y uno de ellos, digamos b, es méas cercano a f. La distanciaeda becta ap es menor que d, contradiccién.

p
v—h’a
c f b

Figura 1.9: Ejempl®&3
Figura 1.10: Ejempl®4.

64 Ejemplo De 2n puntos en el plana) son rojosn son azules y ningun trio de entre ellos es colineal. Sorédasspuntos
enn pares de tal manera que cada par tiene un punto rojo y otroyamuformamn segmentos uniendo cada par de puntos.
¢ Existira un apareamiento para el cual ningln par de segmsaintersecte?

»Resolucion: Si existe. EI nimero de apareamientos es finito, luego haidérexa manera de parear los
puntos de modo que la distancia total de los segmentos sémaiBostenemos que bajo estas condiciones ningun
par de segmentos se intersecara.
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Supdngase que bajo las condiciones de minima distancibaestipuladas existe un par de segmentos AB y CD
que se intersecan en el punto P, como en la figuid En virtud de la desigualdad del triangulo

AD+BC < AP+PD+BP+PC=AB+CD,

minimizando la ya minimizada distancia, contradiccion.
<

Tarea

65 Problema (BMO 1975)  Siete puntos se encuentran sobre un disco cerrado de fadisco pertenece a esta coleccion de puntos.
1. Si las distancias mutuas entre todos estos puntos dordemostrar que el centro d¢l
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Algebra y aritmética

2.1. ldentidades algebraicas

Una de las identidades mas Utiles en la resolucién de pratslesila diferencia de cuadrados
X —y? = (X=y)(X+Y).
Muchas expresiones se pueden factorizar si se conviertgifezancias de cuadrados. Por ejemplo
Pyt = X232 Ly
(¢ +Y?)? — (xy)?

= (C—xy+ YY)+ xy+y?).

También
a*+4b* = a*+4a°b’+4b*—4a’b?
= (a®+2b%?—(2ab)?
= (a®—2ab+ 2b%)(a?+ 2ab+2b?)
Otra identidad util es la de diferencia de cubos
3£ y? = (x£Y) (0 Fxy+Y?).

Sines un entero positivo tenemos en general el siguiente teorem

66 Teorema Sean un entero positivo. Entonces
X' =y = (x=Y) (X X2y X )y 2y,

Demostraciéon: Primero demostraremos que si#al, entonces

o 1-a"
l1-a’

1+a+a®t---a

Poéngase
S=1+a+a’+---+a" L

11
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12
Entonces
aS=a+a’+---+at+a
Luego
S—aS=(1+at+a’+---+a b —(ata+---+at+a =1-a"
y al ver que

(1-a)S=S—aS=1-a",

. . X
se obtiene el resultado. Poniendo ahoraa)kl, se ve que

1+§+ <§>2+...+ (5)”_1: 1-(5)

(D) (5 e G

X X2 X~ 1 XN
1-%) <1+ TR >_1_.
( y y ¥ yn—t y"

de donde se obtiene

lo que equivale a

Multiplicando por y' uno y otro lado

y(lfi(/)y” 1<1+ +2 + i 1) _y“(li(T:

y ¥ yrt

lo que da

Y' X = (y=X) (T YTy TR,

el resultado pedidd.]

|:| El segundo factor tiene n términos y cada término tiene gi@éso) n-1.

67 Corolario Searx,y enteros coix # y y sean un entero positivo. Entonces-y divide ax" —y".

).

Por ejemplo, sin necesidad de hacer célculos, el corolatériar nos dice que 78% 1996— 1215 divide a 1995— 1215

Otros resultados utiles son los siguientes

68 Teorema Sin es un entero positivo impar

Xy = (X y) (XL X2y )32 A 2= 2yl
69 Corolario Searx,y enteros coix # yy sea n un entero positivo impar. Entongesy divide ax” + y".

Por ejemplo 129= 27 + 1 divide a 261+ 1y 1001= 1000+ 1= 999+ 2 = --- = 500+ 501 divide a

119974 91997 4 10003997
70 Ejemplo  Sia?+b?=1yab=2, halle(a+b)?, (a—b)?, a*+b*.
»Resolucién: Tenemos
(a+b)2=a?+Db?+2ab="5,
(a—b)2=a’+b?>—2ab=—3,

a*+b* = (a®+b?)?—2a%h* = 7.
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71 Ejemplo Hallar todos los primos de la fornmé — 1, donden es un entero positivo.

»Resolucién: Como i —1= (n—1)(n>+n+1)y como R+ n+1> 1, deberemos tener-a1 = 1. Luego el
Gnico primo de la forma deseada 25— 1= 7. <

72 Ejemplo  Demostrar que el tnico primo de la forma+ 4 es el 5.

»Resolucion: Podemos restringirnos a enteros positivos. Vemos que
n+4=n*+4n’+4—4n’>= (N> +2)°— (2n)2 = (N> — 2n+2)(n’+2n+2).

Si este producto es un niimero primo entonces el factor masfieqiebe ser iguala 1. Ast A 2n+2=1, o sea
(n—1)2=0, esto es A= 1. Asf, el Gnico primo de esta forma &+ 4=5. <

73 Ejemplo Dado que 1979 es primo, demostrar que si

1+l le 2
b_ 2'3 1978

entonces 1979 dividea

»Resolucion: Rearreglemos la suma de la siguiente manera

(1 ) (el )
1978 2 1977

1 1 1 1
* (3 1976) e (@* @)
1979 1979 1979
1.1978 " 21977 " 989.990
Al sumar todas las fracciones arriba en la derecha , vemoseajutnominador divide 4978. Como1979es
primo, ningun factor dd978 cancela al 1979 del numerador. Luego, 1979 divide al numardd la fraccion.«

74 Ejemplo Demostrar la siguiente identidad de Catalan:

1 1 1 1 1 1 1 1

=st3 3t i m ittt

»Resolucion: La cantidad de la izquierda es

111 11
(1+++++ )

2 3 4 2n— 1 2n
—2(1+1+1+ +1>
27476 on
_ (1 1 1 1 1 1>
totatat ot o
1(,,1,1,1 1
- é( totgta Tt +>
- <1+3+1+}+ et +1>
273712 on—1 ' 2n
S CT N +1>
27372
B 1
- m*m* "o

como queriamos demostrad.
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75 Ejemplo  Si tanx+ cotx = a, exprese tatx+ cot?x como un polinomio em.

»Resolucion: Primero observemos que
a? = (tanx+ cotx)? = tarf x+ cof x+ 2,
de donde 4— 2 = tarf x + cof x. Asf
tart X+ cof x = (tanx + cotx)(tarf x— tanxcotx+ cof x) = a(a® — 3).

<

76 Ejemplo Factorizar

THX+ X248,

»Resolucién: Pongamos S= 14 x+x2+---+x8%. Entonces xS x+x2+x3 + - +x804x81 =514 8% De

aqui
x8l_1
THx+x 4 x80=— =
x—1
Luego
X1 811 x7-1 x¥-1 x*—1
x—1  x7—-1 x¥-1 x¥—1 x—1°
Por lo tanto
1+ X4+ 4+X0 = 0+ 7+ 1) (x40 + 1) X+ + 1) %+ x+ 1).
<

77 Ejemplo Hallar la raiz cuadrada de
5+2V6.

»Resolucion: Observe que
5+2v6=3+2v2-3+2=(V2+V3)>2
Luego

V/5+2V6=v2+3

<

78 Ejemplo Simplificar
1 1 1 1
+ + +--F )
V1+v2 V243 V344 v/99+ /100

»Resolucién: Comol=n+1—n=(v/n+1—+/n)(v/n+1++/n), entonces

1
ArverT o vVnriovh
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Por lo tanto
1
— = V2-Vv1
V142
1
I = V3-V2
V2+4/3
1
. = V4-/3
V3+ V4
1
- = v/100— /99,
v/99+ /100
y asi
1 1 1 1
+ + o ——  —/100—v1=0.
V1i+v2 V243 V3+V4 v/99+ /100
<

79 Ejemplo Demostrar que para todo entero positivda expresion

2903'—-803"'— 464"+ 261"

es siempre divisible por 1897.

»Resolucién: Por el Teorema56, 2903'— 803" es divisible po2903— 803= 2100= 7-300y 261" — 464" es
divisible por—203= (—29) - 7. Por lo tanto, la expresién es divisible por 7. Ader2@93'— 464" es divisible por
2903— 464=2439=9-271y —803"+ 261" es divisible por-803+261= —542= —2-271. Asi pues, como la
expresion es divisible por 7 y por 271 y como estos son relante primos, la expresion es pues divisible por

7-271=1897 «
Tarea
80 Problema Dado que 987789= 975727108521halle el valor de 987790

81 Problema Calcule(123456789% — (123456791 (123456787 mentalmente.

82 Problema Hallea® +a~® dado que® +a 2 = 4.

83 Problema Demostrar que el entero

11...11
——

2211s

es compuesto.

84 Problema Demostrar que 7 divide a

222755 4 5555222,
85 Problema Demostrar que 100 divide a 11— 1.

86 Problema Demostrar que 27185- 10887F + 10152 es exactamente divisible pd
26460.

=

87 Problema Demostrar que di es un entero positivo impar
42K+

es divisible por
1+2+4--+n.

88 Problema Demostrar que 1492-1770' — 1863 + 2141 es divisible por 1946 para
todo entero positivo.

89 Problema  Dividir x*2® —y*?8 por

(X+Y) 0 +Y) (X +y) (¢ + ) (X0 +y10) (X +y2) 04+ ™).
90 Problema  Halle la suma de los factores primos d& 2 1.

91 Problema Dado que 1002004008016032 tiene un factor prpne 250000, héllelo.

92 Problema Sia®—b® = 24,a—b = 2, halle el valor dga+ b)?.

93 Problema  Hallar
11+ V72

94 Problema  Hallar

v/ 10+ 4iV6.
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95 Problema  EvalGe la suma 101 Problema Demostrar que

1 4 1 n 1 ) a®+b® +c® —3abc= (a+b+c)(a? +b? +c? —ab—bc—ca).
Vi+92+94 Va+ 6+ 35 Yo+ V12+ Y16

102 Problema Demostrar que
96 Problema  Factorice T x-+ X2 +x° + -+ + X%,
(x4Yy)® —x® —y° = Bxy(x+Y) (3 +xy+Y?).

97 Problema  Expandir el producto
103 Problema Demostrar que
(14 %) (14X3) (14X (1+x8) -+ (14 x2024),
(x4+a)" —x’ —a’ = 7xa(x+a) (x* + xa+a%)2.

98 Problema Demostrar que si— 1 es un nimero primo, entoncess un ndmeroj
primo. Primos de esta forma se llananimos de Mersenne. 104 Problema Demostrar que

A x990y (8888 L 77Ty ydlll g
99 Problema Demostrar que si"2+ 1 es un nimero primo, entonce®s una potencig

de 2. Primos de esta forma se llaman primos de Fermat. es divisible poB = x° X8 4+ X7 4 - 4+ X2 4+ x+ 1.

100 Problema - Demuestre que 105 Problema La diferencia

a®+b?+c®—ab—bc—ca= ((afb)2+ (b—c)?+ (cfa)z). \/57_40\/5_ \/57+40\/§

Nl =

es un entero. Hallelo.

2.2. Los enteros

Una de las propiedades mas utiles de los enteros es la edamsael algoritmo de division:

106 Teorema (Algoritmo de division) ~ Sean a, b enteros can> 0. Entonces existen enteros qy r con

b=ag+r, 0<r<a

Por ejemplo, 3%=4-9+ 3. Vemos pues que el algoritmo de division discrimina a Idsres segun el residuo que dejan al ser
divididos pora. Por ejemplo, sa = 2, descomponemos a los enteros en las dos familias

Ao={...—4,-2,0,2,4,.. .},

Ar={..,—5-3,-1135,...}.

Asi pues todo entero es de la formad®2k + 1. Observe que todo entero de la forma2l es también de la forma 2 1.
Sia =4 entonces descomponemos a los enteros en las cuatro familia

Bo=1{...,—8,—4,0,4,8,...},
B,={...,—7,-3,15)9,...},
B,={...,—6,—2,2,6,10,...},
B;={...,—5—-13711...}.
Asi pues, los enteros son de la forma4k + 1,4k+ 2 o 4+ 3. Observe que todo entero de la format4l es también de la

forma 4 — 3 y que todo entero de la form& 4 3 es también de la forma 4 1.

107 Ejemplo Sear el residuo cuando 1059417 y 2312 se dividen pal > 1. Halle el valor ded —r.

»Resolucion: Por el algoritmo de division, existen enteros@gp, gz con1059=da; +r,1417=dgp+ry 2312=
dgz +r. Restando obtenemd®53=d(gz —1),895=d(gz — z) y 358=d(qx — q1). Como7-179 895=5-
179,358=2-179 vemos que & 179 Comol059=5-179+ 164, r = 164 Finalmente, d-r = 15.«
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108 Ejemplo Demostrar que el cuadrado de todo entero es de la foknalé la forma &+ 1.

»Resolucién: Si el entero es par, es decir de la forra, su cuadrado e$2a)? = 4a2, que es de la formak. Si
el entero es impar, digam@ + 1, entonceg2t 4+ 1)2 = 4(t24t) + 1, que es de la formak + 1.«

109 Ejemplo Demostrar que ningun entero en la sucesion
11,1111111,11111 ...

es el cuadrado de un entero.

»Resolucion: Como es obvio que 11 no es un cuadrado, nos ocuparemos denf@s @ateros en la sucesion.
Paran> 2,
11...1=11...1100+12—1=100-11...11+12—1.

nls n—21s n—21s

Asi pues, todo nimero en esta sucesién es de la fékmadl. Pero por el ejercicio anteriogk — 1 no puede ser el
cuadrado de ningun entero. Esto completa la demostra«ion.

110 Ejemplo Demuestre qua®+ 23 es divisible por 24 para un ndmero infinito de nimexos

»Resolucién: Tenemos que’n+ 23=n?—1+24= (n—1)(n+1) + 24. Luego, las familias r= 24m=+1,m=
0,+1,+2,+3,... producen infinitos valores de& s 23 que son divisibles por 24.

111 Ejemplo Demostrar que todos los enteros en la sucesion
49,4489 4448894444888944...4488...889
e e
n4s n-18s

son cuadrados.

»Resolucion: Observe que

44...4488...889 = 44...44.10"+88...88.10+9
N—— —— N——r N——
nd4’s n—18s nd4's n—18s

-(10"—1)-1o“+g-(1o“—l—1)-10+9
e A 1
107 +3 1o"+9

POl ~Ol b~

_ ti. 2
= 9(2 10"+1)

B (2-10"+1>2
B 3

Nos falta demostrar que esta UGltima cantidad es entera, @estgue3 divide a2- 10"+ 1 = 200...001. Pero la

n—10s
suma de los digitos de esta Ultima cantidadgg por lo tanto este entero es divisible Rr«

112 Ejemplo Demostrar que el cuadrado de todo primo mayor que 3 dejauesidl ser dividido por 12

»Resolucion: Si p> 3 es primo, entonces p es de la ford2+ 1, 12k + 5. Ahora bien

(12k+1)2=12(12k* £ 2k) + 1
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y
(12k+5)% = 12(12k% + 10k +2) + 1.

Esto demuestra la aserciéa.

113 Ejemplo Demostrar que si ambgsy 8p— 1 son primos, entonce$8- 1 es compuesto.

»Resolucion: Si p=3, 8p—1=23y8p+1= 25 luego la aseveracion se cumple para=8. Si p> 3, p es de
laforma3k+103k+2. Si p=3k+1, 8p—1=24k—7y8p+1=24k—6, que es divisible por 6 y por lo tanto
no es primo. Si p= 3k+2, 8p— 1= 24k—15n0 es primo«

114 Ejemplo Demostrar que $i es un entero positivo tal gu&z-1 es un cuadrado, entonges 1 es la suma de dos cuadrados
consecutivos.

»Resolucién: Como2n+ 1 es un cuadrado impar, tenem@s+ 1 = (2t + 1)2 para algun entero t. Resolviendo
paran,

2_
nzL;)l:ﬂquZt.

Luego i+ 1 =12+ (t+1)?, la suma de dos cuadrados consecutiwos.

115 Ejemplo Demostrar que sir8+ 1 es un cuadrado, entonaes 1 es la suma de tres cuadrados.

»Resolucién: Es claro quedn+ 1 no es un mltiplo d&, luego3n+ 1 = (3k+ 1) De aqui

(3k+1)2—1

3 +1=3K+2k+1=K>+k>+ (k+1)?

n+1=

como queriamos demostrar.

116 Ejemplo Hallar todos los enteros con digito inicial 6 tales que seseslprime este digito incial,el nUmero resultante es
1/25 del nimero original.

»Resolucion: Sea x el entero buscado. Entonces &- 10" +y donde y es un entero positivo. La condicién del
problema estipula que

1
O sea, o
y= 17 =25.10"2.

Esto requiere n> 2y por lo tanto y= 25,250,2500 25000 etc.. Luego x= 625 6250 62500625000 etc. «

117 Ejemplo SeaA un entero positivo W sea el entero positivo resultante de alguna permutacid@céia de los digitos de
A. Demostrar que A+ A’ = 10'° entonced es divisible por 10.
»Resolucion: Claramente, A y Adeberan tener 10 digitos cada uno. Pongamos pues
A=ajpdgag...

y .

A/ = blobgbg R bl,
donde @,by,k=1,2,...,10son los digitos de A y'Aespectivamente. Ahora, come:4’ = 10000000000debe-
remos tener queat by =ay+by=---=a+hb =0y

ai11+biy1 =108, 2+bo=---=ap+byp=9,
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para algin subindice ® <i < 9. Note que si i= 9 no hay ninguna suma de lag;a + b 2,8 3+ bj3,... y Si
i =0no hay ninguna sumade lag#bs,...,a +b;.

Sumando,
art+bita+by+---+a+bi+a1+bi1+--+a0+bio=10+9(9—1).

Ahora bien, siies pafl0+9(9—i) esimpary siies impat0+9(9—i) es par. Pero como
aita+---+ag=bi+bo+---+ by,
tenemos
atbi+a+be+---+a+b+a 1+b1+---+aptbio=2(ar+ax+---+ai),

un entero par. Colegimos que i es impar, lo que necesariagniemtlica a = b; = 0, esto es, A y Ason ambos
divisibles por 10«

118 Ejemplo ¢ Cuantos ceros hay al final de 999

»Resolucion: El nimero de ceros esta determinado por la potencia mayorOdguk divide @@99. Como hay
menos mutiplos de 5 efil,2,...,999} que mdltiplos de 2, el niUmero de ceros estd pues determinadtap
potencia mayor de 5 que divide9®89. Esta es

999 999 999 999
ot ) et e | 10030 Tra=24

54
Por lo tanto, 999! termina en 246 cerss.

119 Ejemplo La suma de enteros positivos es 1996. ¢,Cudl es el valor m@kérso producto?

» Resolucion: Tenemos enteros positivog ap, ..., a, cona +ax+- - -+ a, = 1996 Es claro que para maximizar
aiay - - -an, hinguna de las@s puede ser igual a 1. Demostraremos que para obtener urygtodnaximo debere-
mos tener la mayoria de lag & 3y a lo sumo dos = 2. Supongamos quq & 4. Si substituimos gpor los dos
términos 4 — 3 y 3 la suma no se afecta, pero el producto incrementa pyes®a; — 3). Asi pues las jgs son
igualesa 2,36 4. Pero com®d+2+2=3+3y2x2x2< 3x 3, si hay tres 0 mas 2’s, los podemos substituir
con 3's. Comd.996= 3(665) + 1 = 3(664) + 4, el producto maximo es pust®* x 4.«

120 Ejemplo Demostrar que el producto de cuatro enteros consecutissrapre divisible por 24.

»Resolucion: Sean n-1,n,n+1,n+ 2 los cuatro enteros consecutivos. Uno de ellos es divisibie8puno de
ellos es de la formdk (y por lo tanto divisible por 4) y otro de ellos es de la forda+ 2 (y por ende divisible
por 2). Luego el producto es divisible p8ix 4 x 2= 24.«

121 Ejemplo Demostrar que el producto de cuatro enteros consecutifesgtes de 0, jamas es un cuadrado.

»Resolucion: Sean n-1,n,n+ 1,n+ 2 cuatro enteros consecutivos. Entonces su producto P es
P=(n—1)n(n+1)(n+2)=(n—n)(n+2)=n*+2n—n?—2n.

Ahora bien,
(P+n—12%=n*+2n—n’—2n+1=P+1>P.

Como P#£ 0y P es 1 mas que un cuadrado, P no puede ser un cuadsado.

122 Ejemplo Hallar todos los enteros positivos de la forma

1
r+2,
r

donde r es un nimero racional.
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»Resolucion: Demostraremos que la expresion-i./r es entero s6lo cuando= 1, en cuyo caso # 1/r = 2.
Sea pues

r+- =Kk,
k un entero positivo. Luego
rf k+tvki—4
-

Como k es un entero, r puede ser entero si y s6I@ si4es un cuadrado de la misma paridad que k. Ahora, si
k>3
(k—1)? < k> —4 < K2,

esto es, k— 4 esta entre dos cuadrados consecutivos y por lo tanto no psmdien cuadrado. Sik 1, v/k2 —4
no es real. Si k= 2, k* —4 = 0. Luego, r+ 1/r =2, esto es, = 1. Esto termina la demostraciér

123 Ejemplo ¢ Para cuantos entenoen{1,2,3,...,100} es el digito de las decenas nfeimpar?

»Resolucion: En el subconjuntd1,2,...10} hay s6lo dos valores de n (4 y 6) para los cuales el digito de las
decenas de%es impar. Ahora bienn+ 10)? = n?+ 20n+ 100tiene la misma paridad en su digito de las decenas
que el digito de las decenas d& huego, hay2 x 10 = 20 enteros n para los cuales se verifica la condicion
prescrita. <

Tarea
124 Problema Sea a el entero 130 Problema Demostrar que la suma de todos los enteros de n digites, es
a=111...1
s 49499...95500...0.
M~~~
y seab el entero n—39s n-20s
b=1000...05.
——r
m—10s 131 Problema Demostrar que para todo entero positiyo
Demostrar quab+ 1 es un cuadrado perfecto.
11...1—-22...2
125 Problema Demostrar que el cuadrado de un entero es de la fokoeB8+ 1. Lue- an s n2's
go demostrar que si los lados de un tridngulo rectangulo isiemas, entonces 3 divide p
alguno de los lados. es un cuadrado.
126 Problema Hallar la suma 132 Problema Demostrar que para todo nimere- 0,a # +iv/3 se verifica la formula
de Reyley (1825):
5+55+555+---+5...5.
M 3 3 3
ns's g [(EH45° 81+ 27 —a?+30* —9 —6a°+18a
B 6a(a2 + 3)2 6a(a2 + 3) (a2+3)2
127 Problema ¢ Qué digitos aparecen en el producto . . . .
Siaes racional, esto demuestra que todo nimero racional puprEsarse como la suma
3..3-6...6? de tres cubos de nimeros racionales.
N~
666 Is 666 6s
133 Problema Demostrar que pana> 2, la expresion
128 Problema Demostrar que no existe ningln entero con la propiedad desigsie 5 3
digito inicial se suprime, el entero resultante g85L.del entero inicial. n°+(n+2)
4
129 Problema ¢ Cudl es la potencia mayor de 7 que divide a 1800 es un entero compuesto.

2.3. Aritmética modular

Comenzaremos primero con la siguiente definiciéra Bi0 es un entero, decimos qaalivideal enterdb (escritoa|b) si

existe un enter& conak = b. Por ejemplo, 1/09 porque 119 = 99.
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Las siguientes propiedades de divisibilidad son obviaan&g, c, X,y enteros. Entonces
ab+#0,alb, bjc=alc (2.1)
Por ejemplo, 109y 33330 implica que 1{B30.
a#0,alb, ajc = a|(xb+yc) (2.2)

También, 721y 7149 implica que 7 divide a 1—2-49=—35.

Si a no divide ab escribimosa Jb. Note ademas qualc, b|c no necesariamente implica que|abPor ejemplo, 6, 6|6
pero claramente 12 2-6 }6.

Dado un entera > 2, el algoritmo de division distribuye los enteros en una diases dependiendo del residuo que deje el
entero al ser dividido par. Siuy v dejan el mismo residuo al ser divididos ppio de manera equivalente s v es divisible
por n, entonces decimos quey v soncongruentes moéduloyescribimosu = v modn. Por ejemplo, 3= 13=26= —7 mod
10.

Notamos de paso quelsi= v modn, entoncesi = v+an para algun entera. Por ejemplo, & 24 mod 7 'y 3= 24+ (—3)7.

El siguiente teorema es de suma utilidad.

134 Teorema Sean > 2 un entero. SXx=y mod n yu= v mod n entonces

ax+ bu= ay+bvmodn.

DemostracionComon|(x—Y), n|(u—v) entonces hay entergg conns=x—Yy, nt =u—v. Luego
a(x—y) +b(u—v)=n(as+bt),

es decir,
n|(ax+bu—ay—bv).

Esto Gltimo es equivalente a
ax+ bu= ay+bvmodn.

135 Corolario Sean > 2 un entero. Sk=y mod n yu = v mod n entonces

XU= yvmodn.
DemostracionPongamos = u,b =y en el teorema anterior.
136 Corolario  Sean > 1 un enterox=ymodny j un entero positivo. Entonced =yl modn.
137 Ejemplo Hallar el residuo cuando'®’ es dividido por 37.
»Resolucién: 62 = —1 mod 37. Asi pue§!®’=6.6'986=6(62)°9=6(—1)%3= —6=31mod 37.«

138 Ejemplo Hallar el residuo cuando
12233 455679+ 87653

es dividido por 4.
»Resolucion: 12233= 12200+ 32+ 1= 1 mod 4. De manera semejani&5679= 455600+ 76+ 3= 3,87653=
87600+ 52+ 1= 1mod 4. Asi
12233 455679+ 87653 =1-3+13=4=0mod 4
O sea, que2233 455679+ 87653 es divisible por 4«
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139 Ejemplo Hallar el Gltimo digito de 5.

»Resolucién: Queremos halla8'®°mod 10. Observemos q8&= —1 mod 10. Lueg3'?°= (3%)*0= (—1)0=1
mod 10. Asi, el dltimo digito es el 4.

140 Ejemplo Demostrar que [[22255%4 5555222,

»Resolucién: 2222= 3 mod 7,5555= 4 mod 7 y3° = 5mod 7. Ahora bier2222°%°1 5555222 35555 42222
(3%)111 4 (42)1111 = 51111 511l = g mod 7, lo que demuestra la asercién.

141 Ejemplo Hallar el digito de las unidades dé'7

» Resolucién: Tenemos que halla”’ mod 10. Ahora bien, comi& = —1 mod 10, entonces tenemits= 72.7 =
—7 =3mod 10 y7* = (7%)> = 1 mod 10. Ademag? = 1 mod 4 y por lo tanta?’ = (72)®- 7= 3 mod 4, lo que
quiere decir que hay un entero t tal qdé= 3+ 4t. Ensamblando todo esto,

77 =743 = (74 .73 = 11.3=3 mod 10

Asi el dltimo digito es un 34

142 Ejemplo Demostrar que 7 divide &3+ 2""2 para todo niimero natural

»Resolucién: Observemos qué?™ ! =3.9"=3.2"mod 7 y2"*? = 4. 2" mod 7. Luego
32+l N2 = 7.2"=0mod 7

para todo nimero natural.n«

143 Ejemplo ¢ Qué digitos debe substituirse por a 'y b ea0B03 de tal manera que el entero resultante sea divisible p@r 13

»Resolucion: Como30a0b03 = 3+ 100b+ 1000& + 3000000 observamos qud0adb03= 3+ 9b+3a+3 =
6+ 9b+ 3a mod 13. Para qu&0a0b03 sea divisible por 13 necesitaméb+ 3a = 7 mod 13. Aqui claro esta,
debemos tened < a,b < 9. Por inspeccién vemos que-a8,b=1la=5b=2a=2b=3a=9b=5a=
6,b=6;a=3,b=7,a=0,b=_8Luego 3080103, 3050203, 3020303, 3090503, 3060603, 333B000803 son
todos divisibles por 13«

144 Ejemplo Hallar los cuadrados mod 13.

»Resolucién: Observemos primero que sélo necesitamos cuadrar los entiasta 6, porquer= (13—r)2 mod
13. Cuadrando los enteros no negativos hasta el 6, obten@mo, 1> =1,2°=4,3>=9,4°=3,5°=12,6°=10
mod 13. Por lo tanto, los cuadrados mod 13son 0, 1, 4, 9, 3, 12, %

145 Ejemplo Demostrar que la ecuaciéi— 5y? = 2 no tiene soluciones enteras.
»Resolucién: Si ¥ = 2—5y?, entonces %= 2 mod 5. Pero 2 no es un cuadrado mod<.
146 Ejemplo Demostrar la siguiente observacion de Euléf-21 es divisible por 641.
» Resolucién: Observemos quédl=2".5+1=2%+5% Luego2’-5= —1mod 641 y6* = —2* mod 641. Ahora

bien,2’-5= —1 mod 641 nos d&*- 28 = (5.2")* = (—1)* = 1 mod 641. Esta Gtima congruenci&§ = —2*
mod 641 nos da-2*- 228 = 1 mod 641, lo que significa qut1](23%+1). <
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147 Ejemplo Hallar un nimero infinito de enteros n tal que227 sea divisible por 7.

»Resolucién: Observemos quet = 2,22 =4,2°=1,2*=2,2°=4,25=1mod 7 y as® = 1 mod 3 para todos
los enteros positivos k. Luegd® +27= 1+ 27= 0 mod 7 para todos los enteros positivos k. Esto produce una
familia infinita de enteros &= 3k, k= 1,2,... tal que2" + 27 es divisible por 7«

148 Ejemplo ¢ Existen acaso enteros positivog tales quec = 2¥ + 15?

»Resolucion: No. Los cubos mod 7 son 0, 1, y 6. Ahora bien, cada potencia dedeongruente a 1, 2, 6 4 mod
7. Asipuesy +15= 2,3, or 5 mod 7. Esto es imposibla.

149 Ejemplo Demostrar que'2—5.k=0,1,2,... nunca deja residuo 1 cuando es dividido por 7.

»Resolucién: 2 = 2,22 =4,2° = 1 mod 7 y este ciclo de tres se repite. Asi p@&s; 5 deja residuos 3, 4, 6 6 al
ser dividido por 7.«

150 Ejemplo (USAMO 1979) Determine todas las soluciones no negativas
(n17 n27 cr n14)
de la ecuacion diofantica
nt+n3+---+ni,=1599
de haberlas.
»Resolucion: No hay tales soluciones. Todas las cuartas potencias modrié dien= 0 o bien= 1 mod 16.

Esto significa que
ni+---+niy

es a lo sumo 14 mod 16. Pet$99= 15 mod 16 «

Usando congruencias y el sistema de numeracién decimahpmsdebtener varias reglas de divisibilidad. La mas famosa
es quizas la siguiente.

151 Teorema Regla de los 9'dJn namero naturah es divisible por 9 si y sdlo si la suma de sus digitos es diegbr 9.

Demostracion Sean = a1l +a 110+ + 210+ a la expansion en base-10 deComo 10= 1 mod 9, tenemos
10’ = 1 mod 9. Colegimos que= ak1d<+ --+a110+ a9 = ac+ - - - + a1 + ap, de donde resulta la asercion.

152 Ejemplo (AHSME 1992) Los enteros de dos digitos desde el 19 hasta el 92 se escobgectitivamente para obtener el
entero
192021222324 -89909192

¢,Cudl es la potencia mayor de 3 que divide a este nUmero?
»Resolucion: Por la regla de los 9's este numero es divisible por 9 siy sblo s
19420+ 21+---+92=37%.3

lo es. Por lo tanto, el nimero es divisible por 3 pero no pox9.

153 Ejemplo (IMO 1975) Cuando 444%44se escribe en notacién decimal, la suma de sus digitds 8saB la suma de los
digitos deA. Hallar la suma de los digitos d& (A 'y B se escriben en notacion decimal.)
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»Resolucion: Tenemos qué444=7 mod 9y por lo tantod444 = 73 =1 mod 9 Asi4444444 = 44441481 .
4444=1-7=7 mod Q9 SeaC la suma de los digitos de B

Por la regla de los 9's7 = 4444444= A= B =C mod 9 Ahora bien4444log,4444< 4444l0q,10* =17776
Esto significa quel444***tiene a lo sumo 17776 digitos, asi la suma de los digitod4#ef*** es a lo sumo
9.17776= 159984 de aqui A< 159984 Entre los nimeros naturales 159984el que tiene la suma maximal de
sus digitos es 99999, de donde colegimos que45. De todos los enteros naturales45, 39 tiene la maxima
suma digitoal, es decir 12. Asi la suma de los digitos de B essarho 12. Pero como € 7 mod 9, se sigue que
C=7 «

Las congruencias mod 9 a veces pueden ser usadas parawerifittplicaciones. Por ejemplo, 8759€1753+£ 2410520633
ya que si esto fuese cierto entonces

(84+7+54+9+4+6+1)(24+7+5+3)=2+4+1+0+5+24+0+6+3+3mod9

Pero esto dice que-@ = 8 mod 9, que es patentemente falso.

Se puede establecer un criterio de divisibilidad por 11 demanera semejante. Sea al04a 1101+ + 2,10+
ap. Como 10= —1 mod 11, tenemos 16= (—1)! mod 11. Por lo tante = (—1)¥a + (—1) Yay_1+---—a; +a, mod 11,
0 sea,n es divisible por 11 si y s6lo si la suma alternante de susadigis divisible por 11. Por ejemplo, 912282219
9-14+2—-248-24+2—1+9=7 mod1lly asi 912282219 no es divisible por 11, mientras qRé&D064539%-=8— 9+
2—44+3-140-0+6—4+4—3+9=0mod 11, y asi 8924310064539 es divisible por 11.

Tarea

154 Problema  Si 62ab427 es un multiplo de 99, hallar los digitos a y b. 163 Problema Demostrar que si|9a3 +b®+c*), entonces Bbc para enteroa, b, c.

155 Problema Demostrar que un nimero natural es divisible ghn2= 1,2,3,... siy | 164 Problema Describa todos los enterogal que 10n™° + 1.
so6lo si el nimero formado por sus Ultimos n digitos es dilégiior 2'.

165 Problema Demostrar que si
a—b,a?—b?a®—bda*—b?,...

2333333334998773 7+ 12-21327+ 12123 99987 son todos enteros, entonaeg b son también enteros.

156 Problema Hallar el dltimo digito de

157 Problema Demostrar que la ecuacion 166 Problema  Hallar los ultimos dos digitos de-%.

X2+ 3xy—2y> =122 ) B ]
167 Problema (AHSME 1992) ¢ Cudl es el tamafio del subconjunto mayor S de
{1,2,...,50} tal que ningun par de elementos distintos de S tenga una sivisible

no posee soluciones enteras.

(1;’5_5 F.’t;fblema Hallar cuéntas, 1 < n < 25 poseen la propiedad qné+ 150+ 122 es| 165 propiema  Demostrar que la ecuacié — 7y = 3 no tiene soluciones enteras.
ivisible por 6

. . 169 Problema Demostrar que si|@ + b? entonces [&y 7|b.
159 Problema Demostrar que en cualquier subconjunto de 55 elementositmoheal

conjunto{1,2,3,...,100}, siempre se encontraran dos elementos que diferiran.por $
170 Problema Demostrar que no hay enteros con

160 Problema (AIME, 1994) La sucesion creciente 800000007= ¥? 4 y? + Z.

3,15,24,48,..., " L )
171 Problema Demostrar que la suma de los digitos, en notacion decimalndwia-

) L . ’ drado, no puede ser igual a 1991.
consiste de aquellos mutiplos de 3 que son uno menos de uradeag Cudl es el residup P 9

cuando el 1994avo término de esta sucesion se divide po21000
172 Problema Demostrar que
161 Problema Demostrar que para cualesquiettd,c € Z,n € N,n > 3, existe un en- 7‘42” 422" 11

terok tal quen J(k+a),n J(k+b),n f(k+c).
para todos los nimeros naturales n.

162 Problema (AIME 1983) Seaa, = 6" + 8". Determine el residuo cuandgs se di-
vide por 49 173 Problema ¢ Cuantos cuadrados hay md®2
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174 Problema Demostrar que los no-mdltiplos de 3 son potencias de 2 rfiod 3

175 Problema (USAMO 1986) ¢ Cuél es el menor entena> 1, para el cual

(12+22+»~+n2)1/Z
n

es un entero?

176 Problema Hallar todos los enterag b,a > 1y todos los primo®, q,r que satisfa-
cen la ecuacion
pa — qb 4 ra

(a,b, p,g,r no son necesariamente diferentes).

177 Prozblema Sin> 1 es un entero, demostrar qo&— n? + n— 1 es divisible por
(n—1)~.

Sea

f(x) :Zakx“*k
k=0

un polinomio de gradm con coeficientes enteros. &,a, y f(1) son todos nones, de-
mostrar quef (x) = 0 no tiene raices racionales.

178 Problema (Putnam 1952)

179 Problema (AHSME 1991)  Un entero den digitos edindo si susn digitos son una
permutacion del conjuntl,2,...,n} y sus primerok digitos forman un entero que es
divisible pork para todek, 1 < k < n. Por ejemplo, 321 es lindo de tres digitos ya que 1
divide a 3, 2 divide a 32 y 3 divide a 321. ¢, Cuantos enterosdint seis digitos hay?

180 Problema Un viejo recibo estéa algo borroso. Dice que 88 pollos costaivetotal
de 4,2y, dondex, y son digitos ilegibles. ¢ Cuanto costaba cada pollo?

181 Problema Demostrar que un entero que consiste Ydigitos idénticos es divisible
por 3.
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Combinatoria

3.1. Lasreglas de la multiplicacién y la suma

182 Definiciéon (Cardinalidad de un conjunto) Si Ses un conjunto, entonces sardinalidades el numero de elementos que
éste tiene. Se denotara la cardinalidad&ger card S).

Comenzaremos nuestro estudio de la combinatoria con loesigs dos principios fundamentales.

183 Regla (Regla de la suma: Forma disyuntiva) ~ Seank;, Ey, ..., Ex, conjuntos finitos mutuamente disjuntos, est&es
Ej = @ sik# j. Entonces

card EyUE,U---UEK) = card(Ey) +card(Ep) + - - - + card(Ey) .
184 Regla (Regla del producto) Seankg, Ey, ..., Eg, conjuntos finitos. Entonces
card(E; x Ep x --- x E) = card(E;) - card(Ep) - - - card(Ey) .
185 Ejemplo ¢, Cuantos pares ordenados de entexgg hay tales que & |xy| < 5?

»Resolucion: Pongase = {(x,y) € 72 |xy| =k} parak=1,...,5. EI nUmero deseado es
card(E;) + card(Ep) + - - - + card(Es) .

Entonces
E. = {(-1-1),(-1,1),(1,-1),(L1)}
Eo = {(-2-1),(-21),(-1,-2),(-1,2),(1,-2),(1,2),(2,-1),(2,1)}
Es = {(-3-1),(-3,1),(-1,-3),(-1,3),(1,-3),(1,3),(3,-1),(3,1)}
Es = {(-4-1),(-41),(-2-2),(-22),(-1,-4),(-1,4),(1,-4),(1,4),(2,-2),(2,2),(4,-1),(4,1)}
Es = {(-5-1),(-51),(-1,-5),(-1,5),(1,-5),(1,5),(5,-1),(5,1)}

Por lo tanto4+ 8+ 8+ 12+ 8= 40es el nimero deseada.

26
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186 Ejemplo Se escribe los divisores positivos de 400 en manera crecient

1,2,4,5,8,...,200,400

¢, Cuantos enteros hay en esta sucesion? ¢ Cuantos de éstoadranlos?

» Resolucion: Como400= 2*.5?, cualquier divisor det00habra de ser de la forma?s° en donded < a< 4

y 0 < b < 2. Luego hays maneras de elegir a a§ maneras de elegir a b, dando un total 8e3 = 15 divisores
positivos.

Para ser un cuadrado, un divisor d®0debera tener la forma?5f cona € {0,2,4} y B € {0,2}. Asi pues, hay
3-2=~6divisores det00que son ademas cuadrades.

Arguyendo de la manera mostrada en el ejeml§ se obtiene el siguiente teorema.
187 Teorema Tenga el entero positivo la factorizacion en primos
n=p'py P,
en donde los primop; son distintos y las enter@s son> 1. Sid(n) denota el nUmero de divisores positivostlentonces
d(n) = (a1 +1)(az+1) - (a+1).

188 Ejemplo (AHSME 1977) ¢ Cuéantos caminos—consistiendo de una sucesion de segmerttoales u horizontales y cada
segmento uniendo un par adyacente de letras—en la figlideletreatCONTEST?

c C

C O C c O

C ON OC C O N
C ONTN OC C ONT

C ONTE S ETNOC C ONT E S

C ONTE ST S TENOZC C ONT E S T

Figura 3.1: Problem 88 Figura 3.2: Problemi88

»Resolucion: Dividase el diagrama como en la figuBa2. Ya que cada uno de los caminos requeridos debe
utilizar la T de abajo a la derecha, se contaran los caminos gamienzan con esta T hasta llegar a la C. Ya
gue hay seis filas mas a las que se podra ir y en cada etapa se puetacia arriba o hacia la derecha, existen
pues2® = 64 caminos. La otra porcion del diagrama contribuif# caminos mas. Pero la columna del medio es
compartida por ambas porciones, asi que hay un toté4l¢ 64— 1= 127 caminos.«

189 Ejemplo Se escriben los enteros del 1 al 1000 en sucesion. Hallesmkade todos los digitos.
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»Resolucion: Al escribir los enteros ded00al 999(con tres digitos), se utilizaBx 1000= 3000digitos. Cada
uno de loslO digitos esta representado de una manera igual y unifornieges cada digito se utiliz&00veces.
La suma de los digitos déD0al 999es pues

(0+1+2+3+4+5+6+7+8+9)(300 = 13500

Por lo tanto, la suma de los digitos al escribir dedl 1000es13500+ 1 = 13501

Aliter: Pareando los enteros délal 999de la siguiente manera
(0,999, (1,998), (2,997), (3,996), ...,(499500),

se ve que cada par tiene suma de digR@y que hays00pares. Afiadienda por la suma de los digitos ded0Q
el total requerido es pues
27-500+1=13501

<

190 Ejemplo Determine cuéntos enteros positivos de 3-digitos puedgibgse en notacion decimal que no tengan al O en su
expansion. Hallese también la suma de estos nimeros dé&@&sdig

»Resolucion: Hay9-9-9 = 729enteros positivos d8-digitos no poseyendo 8len su expansion decimal. Si
10x+ 10y+z es uno de estos enteros, entonces para cada seleccioniifeaderiable, hay- 9 = 81selecciones
de las otras dos variables. Luego, la suma requerida es

81(1+2+-+9)100+81(1+2+-+9)10+ 811+ 2+ +9)1= 404595

<

191 Ejemplo Determine cuantos enteros positivos de 3-digitos puedgibi#se en notacion decimal poseyendo al menos un
0 en su expansién. Hallese también la suma de estos nUme3edigitos.

»Resolucion: Utilizando el ejempld .90, hay900— 729= 171tales enteros. La suma dedoslos enteros de tres
digito es
100+ 101+ ---+998+ 999

Para obtener esta suma, observe que B89 sumandos y que la suma no cambia al cambiar el orden de los

sumandos:
S = 100 + 101 + -~ + 999
S = 999 + 998 + ... + 100
2S = 1099 + 1099 + .- + 1099
= 90001099,
dando S= w = 494550 La suma requerida es puéd894550- 404595= 89955 «

192 Ejemplo Todos los enteros positivos se escriben en sucesion
123456789101112131415161718192021222324

¢, Qué digito ocupa el 206790avo lugar?
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»Resolucion: Observemos que
1-9+2-90+3-900+4-9000= 38819

y que
194290+ 3-900+ 4- 9000+ 5- 90000= 488819

Por lo tanto, el digito buscado esta entre los nimeros deoaitigitos. Sbx+ 38819> 206790 entonces % 33595

(el entero x es cuanto nos adentramos en los nimeros de digitos). Asi pues, para llegar hasta20679@vo

digito debemos de ir hasta 88359%vo namero de cinco digitos, es dedB594(el primero es1000Q. Luego,

hasta el digito final d&3594(el 4 de las unidades) hemos utilizag88819+ 5- 33595= 206794digitos. Luego, el
4 ocupa la posicior206794va, el9 la 20679&va, el5 la 206792ava, eB la 20679hvay el4 la 20679@&va. El

digito requerido es 1. «

193 Ejemplo ¢ Cuantos enteros del 1 al 1000000 tienen al menos un 1 en anssép decimal?

»Resolucion: Hay

8 enteros positivos dé-digito,

8-9=72 enteros positivos da-digitos,
8-9-9=648 enteros positivos dg-digitos,
8-9-9-9=5832 enteros positivos dé-digitos,

8-9-9-9.9=52488 enteros positivos dg-digitos,

8:9:9-9.9.9=472392 enteros positivos dé-digitos,

no poseyendo el digith Asi pues hay
8+ 72+ 648+ 5832+ 52488+ 472392= 531440

entre elly el9999990 poseyendo el digith Luego hay999999- 531440= 4685590seyendo al menos dry
asi4685594 1 = 468560enteros entre el y el 100000Qeniendo al menos uhen su expansion decimal.

Aliter: Analizaremos los enteros dehl 999999 Al resultado final le sumaremdsya quel00000Qiene unl en
su expansion.

Dividamos este conjunto de un millén de enteros como sigu£08000decenas
{0,1,2,...,9}

{10,11,12,...,19}

{999990999991...,999999.

En 10000centenas
{0,1,2,...,99}

{100,101,102...,199}
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{999900999901...,999999,

etc., hasta llegar a diet0000@nas
{0,1,2,...,99999

{100000100001100002...,199999

{900000900001...,999999.

En la primera decena hay solamente un namero, el 1, que tierfean su numeracién decimal. En la segunda
decena, los diez enteros tienen un 1 en su numeracion decimal

En la primera centena, cada decena, excepto la segundagrdr# exactamente un entero que tiene un 1 en su
expansion. La segunda decena, claro esta, tiene sus diemsmon 1's en sus expansiones. En consecuencia, la

primera centena tiene

10+9-1

enteros que tienen el 1 en sus expansiones.

En el primer millar, cada centena excepto la segunda tendag@mentd 0+ 9- 1 enteros con el 1 en su expansion.
La segunda centena, que consiste de los entdd0s101, . ..199tendra sus 100 enteros con el 1 en su expansion.

Asi pues, el primer millar tendra exactamente

100+ 9(10+9-1)=10°+9-10+9

enteros con el 1 en su expansion.

En la primera decena de millar, cada millar excepto el seqynendra exactaments’ +9- 10+ 9 enteros con el
1 en su expansion. El segundo millar tendra $0%enteros con el 1 en su expansion. Luego, en la primera decena

de millar hay

10°+9(10°+9-10+9) =

enteros con el 1 en su expansion.

10°4+9-10°+92-10+9°

Un razonamiento semejante nos lleva a concluir que en lagrareentena de millar hay0* +9(10°+9-10° +
92.10+ 9% =10*+9-10°+ 9%- 10°+ 9°- 10+ 9* enteros con el 1 en su expansién y en los primeros millones hay

10°4+9-10°+9%.10°+ 9% 107+ 9% 104+ 9° =

106 —9f

enteros con el 1 en su expansion. Esto quiere decir que emtess del 0 al 999999 hay 468559 enteros con el 1
en su expansiony en los enteros del 1 al 1000000468559 1 = 468560enteros con el 1 en su expansiéa.

Tarea

194 Problema Se marcam puntos, 12,...,n sobre una circunferencia, que colocam
a igual distancia unos de los otros. Si el punto marcado ¥bdéstctamente opuesto
marcado 49¢ cuéntos puntos hay en total?

195 Problema ¢, Cuantos de los factores d& ay que sean mayores qu@Q@0,000?

196 Problema  Se escribe la sucesion de enteros positivos.
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20, ...

¢ Qué digito ocupa la posiciéon 3000-ava?

197 Problema ¢ Cudntos divisores positivos tieng325?? ;Cual es la suma de est|
divisores?

0498 Problema Para escribir un libro se utilizaron 1890 digitos. ¢ Cuapéagnas tiene
l el libro?

199 Problema  Hallard(1260), o(1260) y ¢(1260).

200 Problema  Los enteros del 1 al 1000 se escriben en orden sobre un ci@ohoen-
zando con 1, cada quinceavo nimero es marcado (estol€s31, etc.). Este proceso
se repite hasta que se marque un nimero por segunda vezgsJu#meros sin marcar
quedan?

201 Problema ¢, Cuantos enteros entre 1y 3012 son divisibles por 5 o poro/nuepor
ambos nimeros?
bs
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202 Problema Escribir la version de cuatro conjuntos del principio delisi®n- | y que
exclusion.

max(x,y,z) = X+ Yy-+z—min(x,y) —min(y,z) — min(z,x) -+ min(x,y,z).
203 Problema ¢ Cuantos nimeros primos hay entre 1y 100? ) o . )
¢ Qué relacion nota entre estas formulas y el principio dasin-exclusion?

204 Problema Sean X, y, z nUmeros reales. Demostrar que
205 Problema ¢ Cuantos enteros entre 1 y 1000000 no son ni cuadrados, @8,aub
max(x,y) = x+y—min(x,y) cuartas, ni quintas potencias?

3.2. Métodos combinatorios

La gran mayoria de los problemas de conteo pertenecen a wuaule categorias, que explicaremos mediante el siguiente
ejemplo.

206 Ejemplo Considérese el conjuntf@,b,c,d}. Seleccidnese dos letras de entre estas cuatro. Depeadiea interpreta-
cion se obtendra una de las siguientes cuatro respuestas.

O Permutaciones con repeticionEl ordenen que se listan las letras importag permite repetitetras. En este caso hay
4.4 =16 selecciones posibles:

aa|ab|ac|ad

ba | bb | bc | bd

ca|cb|cc|cd

da| db|dc|dd

O Permutaciones sin repeticionEl ordenen que se listan las letras importag se permite repetiletras. En este caso
hay 4-3 =12 selecciones posibles:

ab | ac | ad

ba bc | bd

ca|cb cd

da|db| dc

0 Combinaciones con repeticiOnEl ordenen que se listan las letra® importay se permite repetitetras. En este caso
4.3 . .
hayT +4 =10 selecciones posibles:

aa|ab | ac| ad

bb | bc | bd

cc| cd

dd

00 Combinaciones sin repeticionEl ordenen que se listan las letras importay no se permite repetletras. En este caso
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hay%3 = 6 selecciones posibles:

ab| ac| ad

bc | bd

cd

Consideraremos ahora ejemplos de cada situacion.

3.2.1. Permutaciones sin repeticion

207 Definicién Definimos el simbold (factorial), como sigue:!0= 1, y para entero > 1,

n=1.2-3---n.
n! se leen factorial.
208 Ejemplo Se tiene
11 = 1,
2l = 1.2=2
3 = 1.2.3=6,
4 = 1.2.3.4=24
5 = 1.2-3-4-5=120

209 Definiciébn Searxy, Xy, ..., X, n objetos distintos . Unpermutaciérde estos objetos es simplemente un rearreglo de ellos.
210 Ejemplo Hay 24 permutaciones de las letras de la paldAd H:

MATH MAHT MTAH MTHA MHTA MHAT
AMTH AMHT ATMH ATHM AHTM AHMT
TAMH TAHM TMAH TMHA THMA THAM

HATM HAMT HTAM HTMA HMTA HMAT

211 Teorema Searxi,Xo,...,X; h objetos distintos. Hay! permutaciones de ellos.

Demostracién: La primera posicion de puede elegir de n maneras, la segunda-€l maneras, la tercera en

n—2, etc. Esto da
n(n—1)(n—2)---2-1=nl.

O
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212 Ejemplo Un librero tiene 5 libros alemanes, 7 libros espafoles yr@dilfranceses. Cada libro es diferente de cada otro.

¢, Cuantos arreglos hay de estos libros?

O

O ¢Cuantos arreglos hay de estos libros si los libros debanaggtupados por lengua?
O ¢Cuéntos arreglos hay de estos libros si todos los librosdéses deben estar juntos?
O

¢,Cuantos arreglos hay de estos libros si ningun libro fimes# junto a otro libro francés?

» Resolucion:

O Se permutarb+ 7+ 8 = 20 objetos. Luego, el nimerp go el total number of permutaciones es

de arreglos buscados @8 = 2432902008176640000
(13)8!120 =251073478656000

O Agrupese los libros por lengua lo que garantizara due
los libros de una misma lengua estaran juntos. Se per-
mutan los3 grupos en3! maneras. Se permutan los |i
bros alemanes eBl maneras, los libros espafioles &n
maneras Yy los libros franceses 8hmaneras. Luego €l
nimero total de maneras 8%!7!8! = 146313216000

O Aliniense los libros alemanes y los libros espafioles
primero. Al alinear esto$ + 7 = 12 libros, se crean
12+ 1 = 13 espacios (incluyendo el espacio frente al
primer libro, los espacios entre los libros y el espacio
luego del dltimo libro). Para asegurar que ningun libro
francés yaga junto a otro libro francés, los ponemos en
estos espacios. El primer libro francés puede ponerse
en cualquiera del3 espacios, el segundo, en cualquie-
ra de 12, etc., el octavo libro francés puede ponerse en
algun de los restante8 espacios. Ahora, los libros no-
franceses pueden ser permutadod 2nmaneras. Asi el
de permutaciones es

O Aliniense los libros alemanes y los libros espafidles
primero. Al alinear esto$ + 7 = 12 libros, se crean
12+ 1 = 13 espacios (incluyendo el espacio frente|al
primer libro, los espacios entre los libros y el espagio
luego del ultimo libro). Para asegurar que todos los [ii-
bros franceses yagan uno al lado del otro, “pegamg@s”

los libros franceses y ponemos este bulto en uno d¢ los (13)(12)(11)(10)(9)(8)(7)(6)12,
espacios. Ahora, los libros franceses se permuta8!gn
maneras Yy los libros no-franceses &2l maneras. Lue which es24856274386944000

<

3.2.2. Permutaciones con repeticion

Consideramos ahora permutaciones con objetos repetidos.

213 Ejemplo ¢ En cuéntas maneras se pueden permutar las letras de lepalab

MASSACHUSETTS?

»Resolucion: Péngase subindices a las repeticiones, formando
MA1S SA,CHUSETI TS

Hay ahoral3objetos distintos, los que pueden ser permutadds3emaneras diferentes, gracias al teore@ibl
En cada una de estds3! permutaciones, 88, puede permutarse €t maneras, 8555, puede permutarse et
maneras y 1T, puede permutarse il maneras. Asi pues, el sobre-estimadd dees corregido y la cuenta final

es 13

Razonando de manera analoga al ejenzfil§ se podra demostrar el siguiente teorema.
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214 Teorema Si hayk tipos de objetosn; del tipo 1;n; del tipo 2; etc. Entonces el niUmero de maneras en quergstas, +
.-+ ny objetos pueden permutarse es

(Ng+na+---+n)!
nying!---ng! '

215 Ejemplo ¢ En cuantas maneras se pueden permutar las letras de leapdRBSACHUSETT 8n tal manera que la
particulaMAS Sesté siempre junta, con las letras en este orden?

»Resolucion: La particula MASS se puede considerar como un bloque de traadgregando luego |a8 letras
ACHUSE T T,S.EnAC,H U, S E, T, T, S haycuatro S'sy dos T's, dando un total de permutaciones

de

10!

<

216 Ejemplo ¢ De cuantas maneras se puede escribir el 9 como la suma datFass positivos? Se tendra cuenta del orden,
asi pues ¥ 7+ 1 se cuenta aparte der71+ 1, etc.
»Resolucion: Primero buscaremos soluciones del tipo
at+b+c=91<a<b<c<7

y veremos las permutaciones de cada trio. Se tiene

(a,b,c) | Nmero de permutaciongs
3!
(1,1,7) 5 = 3
(1,2,6) | 3'=6
(1,3,5) | 3l=6
3!
(1,4,4) o = 3
3!
(2,3,4) | 31=6
3!
(3,3,3) 3= 1

El nimero deseado es asi
3+6+6+3+3+6+1=28

<

217 Ejemplo ¢ En cuantas maneras pueden arreglarse las letras de llapalZRMUR de tal manera que letras idénticas no
sean adyacentes?

»Resolucion: Sicomenzaramos con, digab) entonces laR se pueden disponer de la manera siguiente:

M|U|R R )

M|U|R R |
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M| U R R |

En el primer caso hag! =2 de poner lasv y laU restantes, en el segundo h2ly=2y en el tercero hay solamente
1!. Asi, si se comenzase cBlU se tendric2+ 2+ 1 =5 arreglos posibles. En general, se puede elegir la primera
letra de3 maneras y la segunda @maneras. Asi pues el nimero de number of maneras pedi®2eS = 30.

<

3.2.3. Combinaciones sin repeticion

. . n\ ,. .
218 Definicion Seamn, k enteros no negativos, con<Ok < n. El S|mbolo<k> (Iéase h tomando K se define como

n\ n! ~n-(n=1)-(n—2)---(n—k+1)
<k>_k!(nk)!_ 1.2.3--k

|:| Obsérvese que en esta Ultima fraccion hay k factores tanéb emmerador como en el denominador. Obsér-
vese también los siguientes valores de frontera

6)=()=2 ()=(y)=r

219 Ejemplo Se tiene

6 6-5-4
3) = 123 %
AW (S

12.11.10-9-8-7-6
=~ 12345867 2

119) 110
110

= 1
(o)

|:| Ya que n- (n—k) =k, se satisface para enterosn0 < k < n, la siguiente identidad de simetria

ny n! _ n! _ n
(k) T K(n—=Kk)!  (n—=K)!(n—(n—=Kk))! <n—k> '

Esta se puede interpretar como sigue: el nimero de manersaade k boletos de un sombrero que tiene n boletos
distintos es él mismo nimero de maneras de elegikioletos que permanezcan dentro del sombrero.

(3)-(3)-w
(-5

221 Definicion Considéresea distintos. Un&k-combinaciones una seleccién de (0 < k < n) objetos de entre lassin tomar
en cuenta se orden.

(

<12> 1.2
(7)

(

220 Ejemplo
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222 Ejemplo Las 2-combinaciones de la listX,Y,Z,W} son
XY, XZ,XW,YZYW,WZ

223 Ejemplo Las 3-combinaciones de la listX,Y,Z,W} son
XY ZXYWXZW,YWZ

224 Teorema Considéres@ objetos distintos y sela un entero satisfaciendo<Q k < n. EI nimero dek-combinaciones de
. n
estosn objetos es<k> .

Demostracion: Témese cualesquiera k objetos. Si se tuviese en cuentasgl enfonces se produciria una lista
con
nn—1)(n—2)---(n—k+1)

entradas, ya que hay n maneras de elegipriinerobjeto, n— 1 maneras de elegir edlegundpetc. Esta seleccion
particular de k objetos se puede permutar émlaneras. Luego, el nUmero total de k-combinaciones es

nn—1)(n—2)---(n—k+1) <n>

k! ~\k/)
O

225 Ejemplo ¢ Cuantos subconjuntos de tres elementos tiene el corjajicc, d, f }?

»Resolucion: Vea que aqui el orden carece de importancia. Lo que querem@ eimero de maneras de
seleccionar tres elementos de cinco, el cual es

<

226 Ejemplo ¢ De cuantas maneras podemos seleccionar un comité derseagmede entre diez profesores?
L, 10
»Resolucion: <3> =120«

227 Ejemplo ¢De cuantas maneras podemos seleccionar un comité deesigd@gs con un presidente de entre veinte perso-
nas?

»Resolucion: Primero se selecciona al presidente 2f2maneras. Luego a los otr@sde entre losl9 restantes.
. . 19 e . .
Asi el nimero de maneras é@( 6> = 542640 O también podemos seleccionar a lapersonas primero, de
; . . 20
maneras, y luego al presidente de entreTpde7 maneras. Asi el nimero de manerag 57 =542640
gue concuerda con lo anterion
228 Ejemplo ¢ De cuantas maneras podemos seleccionar un comité dessgtegs con un presidente y un secretario de entre

veinte personas? El secretario no sirve de presidente.

»Resoluciéon: De20-19- (158> = 7~6<270> = 3255840maneras«
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229 Ejemplo Se toman tres enteros diferentes del conjyit@, ..., 20}. ¢ En cuantas formas se pueden tomar de tal manera
gue su suma sea divisible por 3?

»Resolucion: En{1,2,...,20} hay

6 numeros que dejan residioal ser divididos poi3,
7 numeros que dejan residdaal ser divididos poi3,

7 nuameros que dejan residal ser divididos poi3.

La suma de tres enteros sera divisible Bauando (a) los tres enteros son divisibles Bp(b) uno de los enteros
es divisible poiB, uno deja residud y el tercero deja residud al ser divididos pof3; (c) los tres dejan residua
al ser divididos po13; (d) los tres dejan residu@ al ser divididos poi3. Luego el nimero de maneras es

9+ OO0 0)+() =

230 Ejemplo Para contar el nUmero de caminos de longitud minim&aalB en la figura3.3obsérvese que cualquier camino de
longitud minima debera consistir de 6 movimientos horiatasty de 3 verticales, para un total de 8 =9 movidas. De estas
9 desplazamientos, una vez se hallan elegido las 6 que smtiaarttales, las 3 verticales quedan completamente ditedas.

Hay asi<2> =84 caminos.

<

231 Ejemplo Para contar el nimero de caminos de longitud minima deB en la figura3.4 que pasan por el punto, se

cuenta el nimero de pasos #ea O (que son =20 en namero) y el nimero de caminos que haydeB ( que son

3
4 . . . 5\ (4
<3) =4 en numero). El nimero total de caminos lo es p(Jéa} <3> = (20)(4) = 80.

Figura 3.3: Exampl@30. Figura 3.4: Exampl@31

3.2.4. Combinaciones con repeticion

232 Teorema (De Moivre) Sean un entero positivo. El nimero de soluciones enteras pasitie

Xp+Xo+-+X =n
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(772)

es

Demostracion: Escribase n como
n=1+1+---4+1+1,

en donde hay n 1's y-Al +'s. Para descomponer a n en r sumandos solo se necesita escedet's del total
de n—1, lo cual demuestra el teoremal.

233 Ejemplo ¢ En cuéntas maneras se puede escribir 9 como la suma detémes estrictamente positivos? Aqui-Z+ 1 se
tomara como diferente def71+ 1.

»Resolucion: Este es el ejempld16. Se buscan soluciones integras de

a+b+c=9, a>0b>0,c>0.
9-1 8
(1)) =

234 Ejemplo ¢ En cuédntas maneras se puede escribir 100 como la suma deentatos estrictamente positivos?

Por el teorem&32esto es

<

»Resolucion: Se buscan soluciones integras de
a+b+c+d=100

gue gracias al teorema32son en total

<S;9> =156849

<

235 Corolario Sean un entero positivo. EI nUmero de soluciones enteras no inagate

Yitya+-+Yr=n

n+r—1
r—1 )°

Demostracion: Péngase x—1=y;. Entonces x> 1. La ecuacion

es

X1—14+X%X—14---4+X%—1=n

es equivalente a
Xi+Xo+ - +X =N+1,

n+r—1
r—1

gue por el teorem&@32, tiene

solucionesl]
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236 Ejemplo Hallese el nimero de cuartet@sb, c,d) de enteros que satisfagan

a+b+c+d=100a>30b>21c>1d>1.

»Resolucion: Péngase &+ 29=a, b’ + 20= b. Entonces se desea el nimero de soluciones enteras esgitam
positivas de
a+29+b+21+c+d=100

0 sea, de
a+b+c+d=50

49
< 3> =18424

Por el teorema&32este niimero es

<

237 Ejemplo ¢ En cuédntas maneras se puede escribir 1024 como el pro@uites@nteros positivos?

»Resolucion: Véase que024= 2%, Se necesita una descomposicion de la foltfh= 222°2°, esto es , se
necesitan soluciones integras de
a+b+c=10, a>0b>0,c>0.

1o+3—1> B <12

Por el teorema&35éstas sor( 3.1 2) =66en nimero«

3.3. Principio de inclusion-exclusion

Laregla de la adici6fi83da la cardinalidad de la reunién de conjuntos disjuntos. dEnseccién se mostrara como deducir
la cardinalidad de la reunion de conjuntos no necesariamksjuntos.

El principio de inclusion-exclusion es atribuido tanto d&/8gter como a Poincaré.

238 Teorema (Inclusion-exclusiéon para dos conjuntos)

card(AUB) = card(A) + card(B) — card(ANB)

Demostracion: En el diagrama de Ven®.5, sea R el nimero de elementos simultaneamente en ambos conjuntos
(i.e., en A1B), sea R el nimero de elementos en A pero no en B (i.e., B)y por R el nimero de elementos
en B peronoenA (i.e., en\BA). Se tiene R+ R, + R3 = card(AU B), lo cual demuestra el teorema.

Figura 3.5: Inclusién-exclusion para dos conjuntos. Figura 3.6: Inclusién-exclusion para tres conjuntos.

239 Ejemplo De 40 personas, 28 fuman y 16 mascan tabaco. Ademas, se sali® g@anto fuman como mascan tabaco.
¢, Cuantas personas ni fuman ni mascan tabaco?
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»Resolucion: Si X es un conjunto finito, denotaremos pard(X) su cardinalidad, esto es, el nimero de ele-
mentos que hay en el conjunto. Sea A el conjunto de persoedsiapan y B el conjunto de personas que mascan
tabaco. Comeard(AUB) = card(A) + card(B) —card(ANB) = 28+ 16— 10= 34, hay34 personas o que fuman

0 que mascan tabaco. Por lo tanto, el nimero de personas queai ni masca tabaco € —34=6. «

240 Ejemplo Cuatrocientos nifios forman un circulo y los numeram@s.1., 400. Se&, 1 < k < 400 un entero fijo. Marca-
mos cad& nifios deteniéndonos cuando marcamos a un nifio por segund@oresjemplo, sk = 6, comenzamos marcando
los ninds 612,18, ...,396. Luego nos toca marcar al nifio 2, pues el sexto luego 3862S$eguimos marcando a los nifios
8,14,20,...,398. Nos toca ahora marcar a los nifig§@ 16, ...,400. El pr6ximo nifio a marcar es el sexto, que lo marcamos
pues por segunda vez. Notamos que dejamos sin marcar a s 1#)5,7,9,11,...399—esto es, los enteros de la forma
6k+ 1,6k + 3 entre 1y 400. ¢ Para cuéantos valorek derdn marcados todos los nifios al menos una vez?

»Resolucion: Vemos que si k tiene un factor mayor duen comudn cort00, entonces no marcamos a todos
los nifios. Asi pues, las k’s requeridas son aquellas k’seehr 400 inclusive que son relativamente primas a
400. Ahora bien,400= 2%52. Para contar las k’s que no tienen factores primos en comUn4gih contaremos
las que si tienen factores en comun ey las restaremos @00 Sea A el conjunto los multiplos de 2 en
{1,2,3,...,400} y B el conjunto de mdltiplos de 5 €A, 2,3,...,400}. Por inclusion- exclusiérard AUB) =
card(A) + card(B) — card(AnB). Ahora bien,

card(A) = [4—00] =200, card(B) = [%OO] =80, card ANB) = {

400} B
2

—| =40.
10

Luegocard(AUB) = 240enteros en(1,2,...400} no son relativamente primos400y 400— 240= 1601Io son.
Asi pues, s6lo 160 k's provocan que todos los nifios sean chasca

Sean= pél‘1 . pgz -+ p&, donde lagy’s son primos distintos. $p(n) denota el nimero de enterksl < k < n relativamente
primos an, entonces por inclusidn-exclusion se puede demostrar que

o(n) = (P =PI (PP —p5 1) (pE—p3 ).
241 Teorema (Inclusion-exclusién en tres conjuntos)
card AUBUC) = card(A)+ card(B)+ card(C)

—card(ANB) —card BNC) —card[CNA)

+card ANBNC)
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Demostracién: Combinando la propiedad asociativa y distributiva,

card AUBUC) = cardAU(BUC))

= card(A)+cardBUC)—card AN (BUC))

= card(A)+cardBUC)—card((AnB)U(ANC))

= card(A) + card(B) + card(C) — card(BNC)
—card(AnB)—card ANC)
+card((ANB)N(ANC))

= card(A) + card(B) + card(C) — card(BNC)
—(card(ANB) +card ANC) —card AnNBNC))

— card(A) +card(B) + card(C)

—card/ANB)—cardBNC) —card(CNA)

+card ANBNC).

Esto demuestra el teorema. Véase también la fi§usal

242 Ejemplo De 200 politicos entrevistados en la legislatura, 75 usaaioa, 85 usan heroina y 100 utilizan barbitdricos.
Entre los 200, 30 usan cocaina y heroina, 50 usan heroindidraos y 40 utilizan cocaina y barbitdricos. Finalmeriteé
indulgen en el uso de las tres substancias. ¢ Cuantos de@6étpsliticos no usan drogas?

»Resolucion: Sean AB,C el conjunto de politicos entre los 200 que utilizan cocahexoina y barbitdricos,
respectivamente. Se nos es dadocare( A) = 75, card(B) = 85,card(C) = 100 card(ANB) = 30,card BNC) =
50,cardCNA) =40,card ANBNC) = 10. Por el principio de inclusién-exclusién

card AUBUC) = 75+ 85+ 100— 30— 50— 40+ 10= 150

politicos utilizan al menos una droga. Lue@®0— 150= 50 no utilizan ninguna droga«

243 Ejemplo ¢ Cuéntos numeros entre 1 y 600 inclusive no son divisiblpeni ni por 5, ni por 7?
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»Resolucion: Dendtese por paquellos enteros en el interval; 600 que son divisibles pork 3,5, 7. Entonces

cardAz) = L?J
cardAs) = L%JJ
cardA7) = L@J
cardAis) = L%)J
cardAz1) = L%JJ
card(Ags) = L%)J
card(Ajps) = Li—ggJ

= 200

gl

= 120
= 85,
= 40
= 28
= 17

= 5

Por inclusion-exclusion hag00+ 120+ 85— 40— 28— 17+ 5= 325enteros er{1;600Q divisibles por al menos
uno de los enteros 8,5, 7}. Los no divisibles por los enteros ¢8,57} son600— 325= 275en total.«

@ @
T ) N

sin 7

sin 9

sin 8

Figura 3.7: Ejempl®44. Figura 3.8: Ejempl®45.

244 Ejemplo En un grupo de 30 personas , 8 hablan inglés , 12 hablan eastsll10 hablan francés. Se sabe que 5 hablan
inglés y castellano , 5 castellano y francés, y 7 inglés ycianTres personas hablan los tres idiomas. ¢ Cuéntas aerson
hablan ninguno de estos idiomas?

»Resolucion: Sea A el conjunto de los angldéfonos, B el conjunto de los higfomos y C el conjunto de los fran-
cofonos. Llenamos sucesivamente los diagramas de Venrfignia3.7. En la interseccion de los tres ponemos
8. En la regién comun de Ay B que no ha sido llenada ponésre® = 3. En la region comun entre Ay C que no
ha sido llenada ponemds— 3 = 2. En la regién comun de B y C que no ha sido llenada ponefre3=4. En la
parte restante de A ponem8s-2—3—2=1, en la parte restante de B poneniis—4—-3—2= 3,y en la parte
restante de C ponemd®—2—3—4=1. Las regiones disjuntas cuentdn- 2+ 3+ 4+ 1+ 2+ 3= 16 personas.

Fuera de estos tres circulos hd@— 16=14. «

245 Ejemplo Considérese el conjunto de enteros naturales de cincosliggtritos en notacién decimal.

1. ¢Cuantos hay?

2. ¢Cuantos no tienen un 9 en su expansion decimal?
3.
4

. ¢, Cuantos tienen exactamente un 9?

¢,Cuantos tienen al menos un 9 en su expansion decimal

© N o o

¢ Cuantos tienen exactamente dos 9's?
¢ Cuantos tienen exactamente tres 9's?
¢ Cuantos tienen exactamente cuatro 9's?

¢ Cuantos tienen exactamente cinco 9's?
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9. ¢Cuantos no tienen ni un 8 ni un 9 en su expansion decimal?11. ¢Cuantos tienen o bien un 7, o un 8, o un 9 en su expansion

10. ¢Cuantos no tienen ni un 7, ni un 8, ni un 9 en su exparjsion  decimal?
decimal?

» Resolucion:

1. Hay9selecciones posibles para el primer digitbQse- beran de ser distintos d@, lo que da6- 9 — 486 ta-
lecciones posibles para los digitos restantes. El nimero  les nimeros. Si el primer digito no es Gnentonces
de selecciones es a&i10* = 90000 hay 8 selecciones para este primer digito. Ademas hay

2. Hay8 selecciones posibles para el primer digitd ge- <4> — 4 maneras de seleccionar donde los t&ses-
lecciones posibles para los digitos restantes. El ninjero 3

de selecciones es #&i{9* — 52488 taran, y se tien® maneras de llenar los espacios res-
. ) tantes. En este caso h8y4-9 = 288tales nimeros. En
3. Esto es |a diferenci@0000-52488= 37512 total hay 486+ 288= 774 enteros de cinco digitos con
4. Se condiciona en el primer digito. Si el primer digjto exactamente tre8s en expansion decimal.
es un9 entonces los otros cuatro digitos restantes dgbe-
ran de ser distintos de, lo que dag* = 6561numeros.| 7. Si el primer digito es ud entonces tres de los restan-
Si el primer digito no es uB, entonces hag seleccio- tes cuatro sera9's, y la seleccion de posicion se puede

4 .
nes para este primer digito. Ademas )—<a§fl> =4 ma- lograr en <3> =4 maneras. Los otros restantes digi-

tos deberan de ser distintos @ lo que da4-9 = 36
tales nimeros. Si el primer digito no es @nentonces
hay 8 selecciones para este primer digito. Ademas hay

neras de seleccionar donde ®lestara, y hayd® ma-
neras de llenar los3 espacios restantes. En este ga-
so hay8-4- 93 = 23328tales numeros. En total ha
6561+ 23328 = 29889 enteros de cinco digitos co
exactamente ufi en expansion decimal.

>

(j) = 4 maneras de seleccionar donde los cuai®

estaran, asi llenando todos estos espacios. En este caso
5. Se condiciona en el primer digito. Si el primer digjto hay 8- 1 = 8 tales nimeros. En total ha36+ 8 = 44
es un9 uno de los cuatro restantes sera 8ny selec- enteros de cinco digitos con exactamente @s®n ex-

cién de posicion se puede lograr {q) = 4 maneras. pansion decimal.

Los otros tres digitos restantes deberan de ser distiftos8. Obviamente existe solameiitentero tal.
de 9, lo que da4- 9° = 2916tales numeros. Si el prit D
mer digito no es u®, entonces hag selecciones parg Obsérvese qua7512= 29889+ 6804+

este primer digito. Ademas ha(yi) = 6 maneras de 774+44+1

9. Hay?7 selecciones para el primer digito8/selecciones
para los restantegt digitos, lo que da7 - 8% = 28672
tales enteros.

seleccionar donde los otros d@s estaran, y hayQ2
maneras de llenar los dos espacios restantes. En |este
caso hay8-6- 9% = 3888tales nimeros. En total haly
2916+ 3888= 6804 enteros de cinco digitos con exac- 1o

i - - Hay6 selecciones para el primer digitod/selecciones
tamente do®'s en su expansién decimal.

para los restanteg digitos, lo que de6 - 7* = 14406
6. De nuevo, condicionamos en el primer digito. Si el pri- tales enteros.
mer digito es ur® entonces dos de los restantes cudtro

seréng’S, y la seleccion de posicién se puede |Ograr enll. Se utiliza inclusion-exclusion. De la flgl,m los na-
meros dentro de los circulos suma8&854 Luego el

4 L
<2> = 6 maneras. Los otros dos digitos restantes le-  Lumero deseado €9000— 85854— 4146

<

246 Ejemplo

¢ Cuantas soluciones enteras tiene la ecuacion
a+b+c+d=100

gue satisfacen las siguientes restricciones:

1<a<10,b>0,¢c>2,20<d <30
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L, o ., . 80 _ .
»Resolucion: Se utiliza inclusion-exclusion. Ha€/3> = 82160soluciones integras
a+b+c+d=100 a>1b>0,c>2d>20.
Sea A el conjunto de soluciones
a>11b>0,c>2,d>20
y B el conjunto de soluciones
a>1b>0,c>2d>3L
Entoncesard(A) = <730> ,card(B) = <E;9> ,cardANB) = <539> y asi
70 69 59
card AUB) = <3> + <3> — <3> = 74625
El nimero total de soluciones
a+b+c+d=100
con
1<a<10,b>0,c>220<d<30
esasl 80 70 69 59
(3)-(5)-(5)+(5) -ses
<
Tarea

247 Problema ¢ De cuantas maneras diferentes puede un estudiante adiviegamen| mentos, demuestre que
completo de verdadero/falso que tenga dieciocho pregintas

n n n
=006
248 Problema En contando el nimero total de subconjuntos de un conjuntoede- 0 1 2




Capitulo

Sumas y recurrencias

4.1. Progresiones aritméticas

Consideremos el siguiente problema.

249 Ejemplo Sila sucesion de términosB), 14, 18,22, ... sigue la misma ley de formacion, hallar los término%4&0*°, 100?°.
¢ Puede hallar &l-ésimo término?

»Resolucion: Observemos que cada término se obtiene sumandole 4 al ®enterior. Asi:
10=6+4,14=10+4,18=14+4,22=18+4,...

Pero aun podemos ir mas lejos. Podemos expresar cada téemitérminos del primero. Luego

6 = 6+0-4 primertérmino
10 = 6+4+1-4 segundo término
14 = 6+2-4 tercertérmino
18 = 6+3-4 cuartotérmino
22 = 6+44-4 quintotérmino

Si el patr6n de formacion es respetado para los términosigulentes entonces deberiamos tener: décimo término
=6+9-4=42 cincuentavo términe= 6+ 49-4 = 202y cienavo términe= 6+ 99-4 = 402 De igual manera
deducimos que el enésimo término-e6+4(n—1). «

Una progresién como la del ejemplo previo, en donde la difdeede términos consecutivos es constante se |faogre-
sion aritmética Asi
—18-12,—6,0,6,12,...
es una progresion aritmética déerencia comui®, mientras que,B,7,97,... no lo es, ya que términos sucesivos no guardan
diferencia constante.

En general, si comenzamos con un ndamero arbitrario, digamosi guardamos una diferencia comun dieentonces
obtenemos la progresién aritmétiea + d,a+ 2d,a+ 3d, ..., con término en la posicionigual aa+ (n—1)d.

250 Ejemplo Hallar el 35Y° término de una progresion aritmética cuy§2Término es 186 y cuyo 4%° término es 312

45
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»Resolucion: Tratemos de expresar la data que sabemos en términos degipiémmino y la diferencia comun.
Como no se nos da el primer término, llamémosle a y a la dit@aeromun llamémosla d. Asi el primer término
es a, el segundoad, el tercero a+-d+d = a+2d, el cuarto a+ 2d +d = a+ 3d, etc. Asi el272'° término
debe ser a 26d y el 45*° término debe ser a 44d. Pero la data del problema estipula quet£6d = 186

y a+44d = 312 De aqui(a+44d) — (a+26d) = 312— 186= 126 i.e., 18d = 126 0 d = 7. Pero entonces
186=a+26d = a+26-7 = a+ 182 de donde a= 4. Finalmente eB5™° término, o sea, & 34d esta dado por
a+34d=4+34(7) =242 «

Veremos ahora como sumar progresiones aritméticas.

251 Ejemplo Sumar la progresién aritmética

7+15+234---4-807.

»Resolucion: Vemos que los términos estan en progresion aritméficas-8-1,7+8-2,...,7+8-100 Observe
que si S= 7+ 15+ 23+ ---4 807, entonces tambiénS 807+ 799+ 791+ ---+ 7. Asi: 2S= (7+807) + (15+
799 + (23+791) +---+ (807+7) = 101-814= 82214 Finalmente, S- 41107 «

252 Ejemplo Sumar 52,1, —1/2, ... hasta 19 términos.

»Resolucion: La diferencia comdn es-3/2. Luego el primer término €5/2 =5/2+ 0(—3/2), el segundo
1=5/2+1(—3/2), el tercero—1/2=5/2+2(—3/2), ..., el diecinueveavo térmirly2 + 18(—3/2) = —49/2.
Asi, la suma que queremos es

S=5/2+1-1/2—...—49/2.

Operando como en los ejemplos anteriores,

2S = (5/2—49/2)+(1—46/2)+(~1/2—43/2) + -+ (—49/2+5/2)
= —44/2-44/2 - 44/2 ... 44/2
= 19(-44/2)
— 418

Colegimos luego queS —209. «

La siguiente formula ocurre con regularidad y el lector imea en aprender a deducirla. Si

An=142+3+---+n

entonces también

An=n+(n—1)+---+1.

Sumando estas dos cantidades,

Av = 1 + 2+ + n

An = n + (n—=1) + + 1

2A, = (n+1) + (h+1) + - + (n+1)
= n(n+1),

puesto que hag sumandos. De esto colegimos

n(n+1)

142+4--+n=
+24 5

(4.1)
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253 Ejemplo Hallar el valor de la suma

1-2+3-4+5-6+---+99-100

»Resolucion: Observe que-1=1—-2=3—4="-.. =99—100 Luego agrupando la suma en cincuenta pares

que suman-1, tenemos

1-2+3-4+5-6+---4+99—100=—50.

<

254 Ejemplo Hallar la suma

122243242452

»Resolucién: Como ¥ — (x+1)2 = —2x— 1, tenemos

(12—2%) 4+ (32— 4%) + (5°— 6%) + -+ + (99 —

Tarea

255 Problema  Hallar los términos 14y 110 de la progresion 4341, .. ..

256 Problema Hallar los términos 20 y 310 de la progresiém3, —40, —37,....

257 Problema Hallar los términos 12 y 1090 de la progresiaf,0,2,1.8,....

258 Problema  Hallar los términos 13 y 150 de la progresién-2d,a—d,a,....

259 Problema Hallar los términos 10 y 51 de la progresin y, X+ Yy, X+ 3y, ...

260 Problema Sumar 6496,128 ... hasta cuarenta términos.

261 Problema Sumar ¥2,1/2—Xx,1/2— 2x,... hasta treinta términos.

262 Problema Sumarx—Yy,Xx+Y,X+ 3y,... hasta diez términos.

263 Problema Hallar el término 15 de una progresion aritmética cuyo téonii4 es 9
y cuyo término 16 es-90.

264 Problema Hallar el término 22 de una progresion aritmética cuyo téaril es
—1y cuyo término 16 es 55.

265 Problema  Hallar el nimero de términos y la diferencia comin de un& seiimé-
tica cuya suma es 30, cuyo primer término-€3y cuyo Ultimo término es 14.

266 Problema Sumar
1+2+3+---4100

267 Problema Demostrar que
22
n“(n"+1
142434+ (MP—1) +n? = %
268 Problema Demostrar que

1+3+5+--+2n—1=n’

6%+ .-+ 99— 1007

100%) = —(3+ 7+ 11+ ---+199) = —5050Q

269 Problema (AHSME 1994) Sumar la serie

20+20%+20§+~»+4o.

270 Problema (AIME 1984) Hallar el valor deay + a4 + @ + - - - + agg Si &1, a2, as, . . -
es una progresion aritmética con diferencia comin 1 yagena, +ag + - - - +agg = 137.

271 Problema Demostrar que

L, 2 3
1996 1996

I 1995
1996

1996
€s un entero.

272 Problema (AHSME 1991) Seal, =1+4+2+3+---+ny

% T T T
TR 1 TH% 1 Tn1 T

P

Hallar Pygg;.

273 Problema Considere la tabla:
1=1

2+3+4=1+8
54+6+7+84+9=8+27
10+ 11412+ 13+ 14+ 15+ 16 = 27+ 64
Descubra el patrén de formacion, conjeture una ley genatahyéstrela.

274 Problema Los enteros naturales impares se agrupan en paréntesisiggilnte
manera:

(1)

(3,5)
(7,9,11)
(13,15,17,19)
(21,23,25,27,29)

Halle la suma del sexto, séptimo, y octavo grupos. Conjstutemuestre una féormula
para la suma del enésimo paréntesis.
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4.2. Progresiones geométricas

Consideremos ahora la progresia®,.28 54,162 .... Notamos que cada término es el triple del anterior. Unarpsgn
de este tipo se llamprogresion geométricadDecimos que 3 es lenz6n comurde esta progresion geométrica. Vemos que el
primer término esta dado pof2°, el segundo por(B)?!, el tercero por 3)?, el cuarto por 23)%, el quinto por 23)%, etc. Asi
pues, el cincuentavo término esta dado @)%, el 100-avo es B)*° y el enésimo término esta dado pdB'—*.

275 Ejemplo Hallar el décimo término de la progresion geométrica

1/2,-1,2,....

»Resolucion: Vemos que la raz6n comun-e&. Luego el primer término esta dado pg(—2)°, el segundo esta
1 1 1 - - A
dado porz(fZ)l, el tercero porz(fZ)z, el cuarto por5(72)3, etc. El patron indica pues que el décimo término
i 1
esta dado poE(—Z)g. <

En general si una progresién geométrica tiene primer térenjrrazén comum, entonces va de la siguiente manexar, ar?,ar>, . ..
y el enésimo término esta dado @of 2.

276 Ejemplo Hallar el segundo término de una progresién geométrica gart@término 24 y séptimo término 192

»Resolucion: No conocemos el primer término, llamémosle a. Tampoco @mnos la razén comun, llamémosle
r. Luego el primer término esta dado por a, el segundo poektercero por af, el cuarto por af y siguiendo el
patrén, el séptimo término es®ra data es qu@4 = ar® y 192= ar®. De aqui tenemos

6
r3_i_g2:87
ard 24

de donde = 2. Luego 42)® = 24y asi a= 3. Luego el segundo término esta dado por-ab. <
277 Ejemplo Hallar la suma de la serie geométrica

142+4+---4+1024

»Resolucion: Pongamos
S=1+2+44---4+1024

Entonces
2S=2+4+8+---+1024+ 2048
Asi
S=25-S=(2+4+8---+2048 — (1+2+4+---+ 1024 = 2048— 1= 2047
> |

278 Ejemplo Hallar la suma de la serie geométrica

1 1 1 1
»Resolucion: Tenemos
1 1 1 1 1
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Luego
gx = x—}x
37 3
1 1 1 1
= 3tgtat T
1 1 1 1
@ rE Tt gt gm)
1 1
~ 3 3o
De esto colegimos
x—l— 1
T2 2.399°

<

279 Ejemplo Sumar
a=1+2-4+3-42+...+10-4°

»Resolucion: Tenemos
da=4+2.424+3.44...49.494+10-4%
Luegoda—anos da
3a=—-1-4—4—43—...—4°110-4°
Al sumar esta Ultima serie geométrica,
g 10:470 401
-3 9

<
280 Ejemplo Hallar la suma
S=1+1/2+1/4+---+1/2".
Interpretar el resultado cuando n crece indefinidamente.

»Resolucion: Tenemos

S— %31 =(1+1/2+1/4+ - +1/2" — (1/2+1/4+ --+1/2"+1/2" ) =1 1/2".

Asi
S=2-1/2".
Calculamos ahora los siguientes valores:
S =2-1/2° = 1
S =2-1/2 = 15
S =2-1/22 = 1875
& =2-1/2 = 1875
S =2-1/2* = 19375
S =2-1/2° = 196875

Sio =2-1/2° = 1,998046875
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Vemos gque a medida que tomamos mas términos de la serie,eroamos cada vez maLa«

Supongamos que los procedimientos que utilizamos pararsserias geométricas finitas son validos para las infinitas.
Entonces podremos decir que
So=1+1/24+1/2%41/2%+--.

hasta infinitos suma a 2, ya que
1
So— 58 = (1+1/2+ 1/2241/23 4 ) —(1/2+1/2241/28+1/2* +---)) =1

puesto que los términos luego del primero encuentran sustpan la serie de la derecha.
La manipulacion formal que utilizamos supra debe manefsesumo cuidado. Por ejemplo,

S=24224+2%+...

es obviamente infinitamente grande, pues cada término esrmag 1 y esto incrementa el valor de la serie cada vez mas. Sin
embargo, al operar formalmente como lo hicimos anteriotenebtenemos

S=25-S=(22+22+2*+ .- ) —(2+2°+ 22+ ) =2,

i.e., la suma de nimeros positivos da un resultado negédieoal es un disparate mayusculo.
¢, Qué sucede entonces? Entra ahora pues el concegodergenciaDiremos que la serie geométrica

atar+ar’+---
convergehacia un valor finitdS si cada suma parcial
n—1

S,=a+ar+ar’+---+ar

se acerca mas y masSa medida qua aumenta. Como vimos en los ejemplos anteriores, esto sécedenddr| < 1. Si las
sumas parciales no se acercan a un valor finito definitivodmaaumenta, entonces decimos que la serie geomélivieege.
Del ejemplo anterior se vislumbra que esto sucede cughdol.

La teoria de series geométricas convergentes puede rsillipara convertir un decimal periédico a una fraccion.

281 Ejemplo Hallar la fraccién que representa

x=0,122222222222222.

»Resolucion: Observemos que
1 2 2 2

X:E+W+W+W+.”'

Pero
S:i+i+i+...:£:i.
12 1068 104 90 45
A 1 1 11
0,1222222222..=E 5= 90

<

282 Ejemplo Hallar la fraccion que representa

x=1,304040404040...

»Resolucion: Tenemos
X—1+E+4—0+4—0+4—0+
o 102 104 106 108 '
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Ahora bien, la serie geométrica infinita

5—4_0+4_0+4_0+
100 10 108
suma a
g 40 _ 2
© 9900 495
Asi
w1 20, 2 1291
N 102 495 990°
<

283 Ejemplo  Una mosca esta en el origéd, 0) y viaja sobre

el plano una pulgada hacia el est@,fdulgada hacia el norte,

1/4 de pulgada hacia el oeste/8lde pulgada hacia el sur/16 de pulgada hacia el este, etc. Si la mosca hicieseaglsto

infinitum, ¢ donde terminaria?

»Resolucion: Sea(X,Y) el punto donde la mosca terminaria. Vemos que

1 1
X_l—‘—lJrﬂ3
Y 1 1 1
V=283
Luego la mosca termina en el pur(#y/5,2/5). <«

Tarea

284 Problema  Hallar los términos 122 y enésimo de la progresion geométrica

3/2,-3/8,3/32,...

285 Problema  Si el término 15 de una progresion geométrica-d90 y el término 20
es 125, hallar el segundo término.

286 Problema Hallar la suma de las siguientes series geométricas:

1.
1/2—1/4+1/8—---+1/512—1/1024
2.
6+18+544 ...
hasta 20 términos.
3.
1/10+1/100+ 1/1000+ ...

hasta 10 términos.

287 Problema Hallar la suma de la serie

345447424943 4...499.4%,

288 Problema 1. ¢Qué valor tendra
1/24+1/441/8+ -

hasta infinito?

1 4
64 5
1 n 2
128 -5
2. ¢Qué valor tendra
1/10+41/10+1/100+ - --
hasta infinito?
3. ¢Qué valor tendra
9/10+9/100+ 9/1000+ - - -
hasta infinito? Discuta por qué
1=0,9999999999999999999
4. ¢Qué valor tendra
1+1+1+---
hasta infinito? Discuta.
5. ¢Qué valor tendra
1-141—1+4---

hasta infinito?
289 Problema Hallar

k
D x
k=1

290 Problema Hallar todos los nimeros complejos X, y tales guet 2y, 2x+y formen
una progresion aritmética a la vez que+ 1),xy+ 5, (x+ 1)2 formen una progresién
geométrica.

291 Problema  Los lados de un triangulo rectangulo forman una progrese@mmggtrica.
Halle las tangentes de los angulos agudos.
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292 Problema Sean a, b las raices de la ecuaci®r- 3x+A = 0 y sean c, d las rai} 293 Problema Los nlimerosy, ay, ... ,a, forman una progresién geométrica. Si
ces de la ecuaciéx? — 12x+ B = 0. Se sabe que a, b, ¢, d forman, en este orden, |una

progresion geométrica creciente. Halle Ay B. 1 1 1
S=atatotan T=_—+—4F a
1 2

hallar su product® = a;ay---a, en términos de sy T.

4.3. Cancelacion telescopica
A veces podemos sumar una serie
a1taxtagt--+an
si podemos encontrar una suces{ép} conax = vk — Vk_1. Entonces
agtapt+azt---+an=VvVi—Vo+Vo—Vi+--+Vh—1—Vnh—2+Vn—Vn—1 = Vh—Vo.
Si tal sucesiof{ vy} existe, diremos entonces que la sexie- ax + - - - + a, €s unaserie teléscopica.
294 Ejemplo Simplificar

(o) (1e3) (2) ()

» Resolucion: Sumando cada fraccién tenemos:

lo que simplifica @.00/2 = 50. «
295 Ejemplo Dado que
(log,3) - (logz4) - (10g,5) - - - (109511 512)

es un entero, hallelo.

»Resolucion: Poniendo todo en una base comun, digamos@a # 1.

_ log,3 log,4 log,5 log,512 log,512
~ log,2 log,3 log,4 log,511 log,2 °

(log,3) - (logs4) - (log, 5) - - - (logs11512)

Pero
log,512
log,2

=log,512=10g,2° =9
de donde obtenemos el resultado.

296 Ejemplo Simplificar
(2+1) (22+1)- (2% +1) - (22 +1) - (227 +1).




Cancelacion telescopica

»Resolucién: Utilizando la identidad 8—y? = (x—y)(x+Y) y llamando P al producto:

2—-1)P = (2—1)(2+1),(22+1).(222+1> (223+1> (2299+l>
= (22 1) ) (22+ 1) ) (222 i 1) (223 n 1) (2299 n 1)
= (222 . 1) ) (222 n 1) (223 i 1) (2299 n 1)
= (223 . 1) ] (223 n 1) (224 n 1) (2299 n 1)
= (2299 1) (2299 n 1)
= 22100_ 17
de donde
P _ 22100 . 1
<

297 Ejemplo Simplificar
S=logtanT +logtan2 +logtan3 + - - - +logtan89.

»Resolucion: Observe qué90—k)° +k® =90°. Luego, sumando el término k-ésimo co®@}- k-ésimo obte-
nemos que la suma dada es

S = log(tanT)(tan89)+log(tan?)(tan88)
+log(tan3)(tan87) +--- +log(tan44)(tan46) + logtan 45.

Comotank® = 1/tan(90—Kk)°, tenemos
S=logl+logl+---+logl+logtan4s.
Finalmente, comtan45 = 1, colegimos
S=logl+logl+---+logl=0.

<

298 Ejemplo Hallar el valor exacto del producto

Pfcosn coszn cos4n
o 7 7 7

»Resolucion: Multiplicando a uno y otro lado posen; y haciendo uso de la identidasn X = 2 serxcosx

obtenemos

senEP = (senEcosn) coszn cos4n

7 7 7 7 7
= }(senz—ncosz—n) cos4—7T

N 2 7 7 7

= 1(sen4r[cos4r[)

N 4 7 7

1 8

= —sen—-.

8 7




54 Capitulo 4

8 .
Comosen; = —sen7n, deducimos que

<

299 Ejemplo Demostrar que
3 5 9999 1

1
2'2°6 10000° 100

»Resolucion: Pongamos

A_135 9999
~ 2747610000

y
5_2 46 10000

Es claro que 8— 1 < x? para todo niimero real x. De esto deducimos

x—1 < X
X X+1
Por tanto
1/2 < 2/3
3/4 < 4/5
5/6 < 6/7

9999/10000 < 10000'10001

Como todas estas desigualdades son de nimeros positidEsnps multiplicar una y otra columna para obtener

135 9999 2 4 6 10000

2'2°6 1000035 7 10001

0 A< B. Luego & = A-A < A-B. Pero entrelazando los factores de Ay B

AB*1234567 9999 10000 1
23456 7 8 10000 10001 10007

y por consiguiente, A< A- B = 1/10001 De aqui A< 1/1/10001< 1/100. <
Para nuestro siguiente ejemplo necesitaremos la sigudefitécion. El simbolm! (Iéasen factorial) significa
n=1.2.3.--n.

Por ejemplo 1=1,21=1-2=2,3=1-2-3=6,4=1-2-3-4 =24 Observe qudk+ 1)! = (k+ 1)k!. Tendremos por
convencion 0= 1.

300 Ejemplo Sumar
1.11+2-2143-31+---499-99!.




Cancelacion telescopica

» Resolucion: De (k+1)! = (k+1)k! = k- k! + k! deducimogk+ 1)! —k! =k-k!. Asi

1.1 = 2I-1
2.2 = 3-2!
3-3! = 41-3
98-98 = 99 -98
99-99 = 100 —99

Sumando unay otra columna,
1-1142-2143-31+---499.99/ =100 — 1! =100 — 1.
<
301 Ejemplo Hallar una forma cerrada para la suma

An=1+2+---+n.

»Resolucion: Observemos que
kK2 —(k—1)%=2k—1.

Luego
1202 = 2.1-1
2212 = 2.2-1
33?22 = 2.3-1
n—(n-12 = 2.n-1

Sumando unay otra columna,
P —0°=2(142+3+---4+n)—n.

Resolviendo para la suma,

n(n+1)

1424+3+---+n=-n%/2+n/2= 5

<

302 Ejemplo Hallar la suma
12422434 +n%

»Resolucion: Observemos que
kK3 — (k—1)% = 3k*— 3k + 1.
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Luego
13-0° = 3.1°-3.1+1
2213 = 3.22-3.2+1
P28 = 3.32-3.3+1
nP—(n—-1° = 3.n°—3.n+1

Sumando unay otra columna,
ne—-03=3(12+22+32+.--4+n?) —3(1+2+3+---+n)+n.

Pero por el ejercicio anterior se tiene
3
nP—0%=3(1°+2°+3%+---+n?) -5 ‘n(n+1)+n.

Resolviendo para la suma,
12+22 43+ 4P = n—3+}-n(n+1)—9.
3 2 3

Simplificando obtenemos

12402, 32 . nntD2n+1)

6
|
303 Ejemplo Sumar la serie
1 1
127237327 "Tg9100
»Resolucion: Observe que
1 1 1
k(k+1) k k+1°
Luego
1 11
1.2 1 2
1 _ 11
2-3 2 3
1 11
3-4 3 4
1 1 1

99-100 99 100
Sumando unay otra columna obtenemos

1

I NI S T S
3.4

99.100 ~ 100 100

1
1.2 2-3
<

304 Ejemplo Sumar
iJr—wL—l + +—1
1.4 4.7 7-10 31-34
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»Resolucion: Observe que

1 1 1 1 1
(3n+1)-(31+4) 3 3n+l 3 3n+4
Luego
1 11
1.4 3 12
1 1 1
47 12 21
1 1 1
710 21 30
1 1 1
10-13 30 39
1 1 1
34.37 102 111
Sumando una y otra columna obtenemos
1 1 1 1 1 1 12
T4 27 710 T334 3 111 37
<

305 Ejemplo Sumar

R S S
1-4.7 " 4.7-10 ' 7-10-13 25.28-31

»Resolucion: Observe que

1 1 1 1 1
(3n+1)-(3n+4)-(3n+7) 6 (3+1)(3n+4) 6 (3n+4)(3n+7)
Luego
1 11
1-4.7 ~ 6-1-4 6-4-7
1 11
4.7.10 ~ 6-4-7 6-7-10
1 1
7-10-.13  6-7-10 6-10-13
1 B 1
25.28-31  6-25-28 6-28-31
Sumando unay otra columna obtenemos
: ¢ r . r 11 9
1-4.7 4.7-10 7-10-13 25.28-31 6-1-4 6-28:31 217
<

306 Ejemplo Sumar
1.2+2-3+3-4+---499-100

»Resolucion: Observemos que

Hk+n==(M&+1MK+3—%W—1MMW+D-

Wl
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Por lo tanto
1 1
1.2 = 5-1-2-3—5-0-1-2
1 1
2-3 = §-2-3-4—§-1-2-3
1 1
3.4 — 2.3.4.5-2.2.3.4
3 3
1 1
99.100 = §~99-100~101—§~98-99-100

Sumando unay otra columna,

1-2+2-3+3-4+---+99-100:%-99-100- 101—%-0-1-2:333300

<
307 Problema  Hallar una féormula para 315 Problema (AIME 1993) Durante una campafia politica reciente, un candidato hizo
una trayectoria que presumimos yace en el plano. En el pdfae#l viajo hacia el este,
Dh=1—243—4+ -4 (—1)""!n. en el segundo, él viaj6 hacia el norte, en el tercero haciasiepen el cuarto hacia el

sur, en el quinto hacia el este, etc. Si el candidato \riéja millas en eh-ésimo dia, ¢a
cuantas millas estaba él de su punto de partida en el 40&®o dia

308 Problema  Simplificar

(1+ i)2004
m)- 316 Problema Demostrar que

n(n;l))z.

3 3 3 3 _
309 Problema  Si BB 4Byt 7(

a+ib=1+2i +3i%+ 4%+ .- + 1995994 19969%, o
317 Problema  Simplificar

conay b nimeros reales, hallary b. 5 s 5 ¢
2-1 3¥F—-1 4-1 1001

2+1 PF+1 B+1 10B+1

310 Problema  Simplificar

1 1 1 1 1 1 1 1 318 Problema Seanay,ay,...,a, nimeros arbitrarios. Demostrar que
(1-2) (-7) (-2) - (-5)

at+a(lt+a)+az(ld+a)(l+a)+a(l+a)(l+a)(l+as)

1023 L +odan1(l+a)(l+ap)(l+ag) - (1+an_2)
Z"’gz (“R)' = (14a1)(1+a)(1+as)- (1+a,) — 1.
k=2

319 Problema Demostrar que
312 Problema Hallar el valor exacto de

1 1 1 1 €SC2+ CSC4+csc8+ -+ +csc2 = cotl—cot 2.
+ + +o .
log,1996  log;1996  log,1996 1094961996

320 Problema  Sea O< x < 1. Demostrar que
313 Problema (AHSME 1996) La sucesion

)

on

X X
1,2,1,2,2,1,2,2,2,1,2,2,2,2,1,2,2,2,2,2,1,2,... E 1t T1—x
n=1
consiste de 1's separados por bloques de 2'spdainques de 2's en al-ésimo bloque.
Hallar la suma de los primeros 1234 términos de esta sucesion
321 Problema Demostrar que

314 Problema (AIME 1985) Calcular el productox;Xz---Xg Si X1 = 97 y X, = n m 2 T 9% T n
/X101 tanﬁJ +2tanﬁ +2 tanﬁ+ +2 tanﬁ 7cotﬁ.
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322 Problema Demostrar que

n
Z k 1 rP+n
K +k+1 2 m4+n+1’
k=1

323 Problema  EvalGe el radical

( 1.2.442.4.843.6-12+--- )1/3
1.39+26-18+3-9-27+ -

324 Problema Demostrar que

o

1
g arctan——— = —.

1+n+n?
n=0

325 Problema Demostrar que

1 1 1

1998< 1+ — + — + — + - +

V2 V3 VA

4.4. Recursiones y ecuaciones funcionales

Veremos ahora métodos para hallar formas cerradas desaiectarsiones. En general aplicaremos las técnicas dedidsec

anterior.

326 Ejemplo Seaxg =7 Yy X, = 2%,_1,n > 1. Hallar una férmula cerrada paxa

»Resolucion: Tenemos

Multiplicando una y otra columna,

Xoxl..

Cancelando factores comunes,

<

Xo 7
X1 2Xo
X2 2x1
X3 2X2
Xn 2Xn—1
Kn=7-2"X1Xo - Xn_1
Yn=7-2"

327 Ejemplo Seaxg =7 Y X, = Xn_1+n,n > 1. Hallar una férmula cerrada paxa

»Resolucion: Tenemos

X1

X2

Xn

Xo+1
X1+ 2

Xo+3

Xp—1+N

m
4

————— < 1999

1
<1
v/1000000
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Sumando unay otra columna,
Xo+X1+X+ +Xn=7T+Xo+Xo+ +X -1+ (1+2+3+---+n).

Cancelando y simplificando,

n(n+1)

Xn:7+ 2

<

328 Ejemplo  Seaxg =7 y Xn = 2%n—1+ 1,n > 1. Hallar una férmula cerrada paxa

»Resoluciéon: Tenemos

X0 = 7

X1 = 2%+1
X2 = 24 +1
X3 = 2x+1
Xn—1 = Xn—2+1
Xn = X-1+1

Aqui no nos funcionan los métodos anteriores, asi que naserabs del siguiente artificio. Multipliquemos a la
k-ésima fila po2" %, obteniendo

2% = 2"7
g = 2% +2"!
My = 222
23 = 274203
2% 2 = 2% 3+2
201 = 2%2+2
Xn = 2-1+1

Sumando una y otra columna y cancelando,
Xn=7-2"4 (1424224 42" ) =7.2"p 2" 1 =231
Aliter: Pongamos = Xn+1=2x5_1+2=2(Xp_1+ 1) = 2u,_1. Luego la recursion y= 2u,_; la resolvemos

como en nuestro primer ejemplo, obteniendo de esta forma 2'uy = 2"(xp+ 1) = 2"- 8 = 2"*3. Finalmente
XnZUn—1:2n+3—1. |

329 Ejemplo Una sucesion satisfacg = 3, uﬁH =up,n > 1. Halle una forma cerrada para ella.
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., 1
» Resolucion: Pongamosy= logu,. Entonces y= logu, = Ioguﬁ/f1 =3 logun_1 = V”—Zl Como v, =Vp_1/2,
tenemos y=Vo/2", 0 seajogu, = (logup)/2". Luego 4 = 3%%". <

330 Ejemplo Halle una forma cerrada para

ap=5,aj11=a +2aj,j > 0.
»Resolucion: Tenemos
ajy1+1l=a’+2aj+1=(aj+1)>
Pongamos y;1 = aj 41+ 1. Entonces y, 1 = aj 1+ 1= (aj+1)* = V{. De aqui ;1 = 2, 0sea

a1 =Vj—1=V —1=(a+1)? ~1=62 — 1.
<

331 Ejemplo Una escalera tiengescalones. Un duende puede subir la escalera de escalGa@massaltandose un escalon.
Hallar una recursién para el nimero de maneras en que el eperde subir la escalera.

»Resolucion: Sea y el numero de maneras en que puede el duende subir una esdalarascalones. El duende
puede llegar al ultimo escalon o bien desde el pendltimo b Besde el antepenultimo escaldn. Luego

Un = Un—1+ Un—2.
Esclaroque y=1u; =2. «

332 Ejemplo Si f(Xx) = fo(X) = %( y fn(x) = f(fn_1(x)) paran > 0, hallarf1g9g(—1/3).

»Resolucion: Observe que

1f%( X
1
fa(x) = f(f1(x)) 1_x1 =X
y 1
f3(X) = m = fO(X)-

Luego esta recursion es ciclica de orden 3. Esto implica que
fo(X)

f1(x) = fa(x) = f7(x) = -

fa(x) = fs(x) = fg(x) = ---.
Como1996= 1995+ 1 deja residuo 1 al ser dividido por 3,

f1906(—1/3) = f1(—1/3) = 4.
2 |

333 Ejemplo Hallar todas las funciones que satisfacen

f(x4y) + f(x—Yy) = 4 + 4y°.
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»Resolucién: Tomando y= 0, obtenemos () + f(x) = 4x% o f(x) = 2x%. Veamos que (k) = 2x’ satisface la
ecuacion funcional:

f(X+Y) + F(X—Y) = 2(X+Y)?+ 2(x—y)? = 2 4 4xy+ 2y° + 2X° — Axy+ 2y° = 4 + 4y
<

Tarea

334 Problema  Seax; = 1,Xp+1 = xﬁ —Xn +1,n> 0. Demostrar que

o

IS
Xn

n=1

335 Problema (AIME 1994)
X,

La funcion f tiene la propiedad que para todo nimero

f(x)+ f(x—1) =%
Si f(19) = 94, hallar el residuo cuandb(94) se divide por 1000

336 Problema Hallar una forma cerrada para

—1; Xy = Xg_1+n%n>0.

A/ 1—x"2fy(x) = f(fn_1(x)),n > 0. Hallar

Xo =

337 Problema  Seaf(x) = fo(X) =
foo(4).

338 Problema  Seaf una funcién con las siguientes propiedades:

1) f(n) esta definida para todo entero positivo
2) f( es un entero;
3) f(2)
4) f(mn = f( m) f(n) para todamy n;
5) f(m) > f(n)sim>n.
Demostrar qud (n) =n.

339 Problema Demostrar que existe una funcidrinica del conjunt® * de los reales
positivos aR ™ tal que

f(f(x)) =6x—f(x), f(x) >0vx>0.

341 Problema Una sucesitmy, ay, ... satisfaceyy =2y
amin =4Mapa, Ym,n.

Hallar el valor minimo de n para el cua tiene al menos 3000 digitos.

eal12 Problema  Sea k un entero no-negativo fijo y supongase que
k—1 1
f(2x) =2 f(x)+f(x+5) .
Demuéstrese que

189 = (100 + 100+ 2) + 10+ 2))

343 Problema Hallar todas las funcionesque satisfagan

f(x )Zf( >_64x

1+x

344 Problema (AHSME 1979) La funcioén f satisface
f(x+y)=f(x)+f(y) —xy+1

para todos los nimeros reales x, y.f81) = 1, hallar todos los enteras+ 1 tales que
f(n)=n.

345 Problema (AHSME 1981)
satisface

La funcion f no esta definida para= 0, pero six #= 0

f(x) +2f (%) = 3X.

340 Problema  Siup=1/3yuUn;1 = 2uﬁ — 1, hallar una férmula paray.

¢ Para cuéntos valores de x se cunfiile) = f(—

X)?
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Polinomios y ecuaciones

5.1. Ecuaciones
A continuacién veremos como resolver algunas ecuacioremdyoria de ellas son ecuaciones cuadraticas disfrazadas.
Para resolver ecuaciones cuadraticas, el método mas tdieigiguizas la complecién del cuadrado. Esta es preferiale a
férmula cuadrética ya que crea “malicia” para identificargaes. Por ejemplo, para resolver

X° —6x+3=0,

escribimos
X¥—6x+3 = X*—6x+9-6

= (x—3)*—(V6)?
= (x—3+V6)(x—3-V6).

De aquix = 3+ /6. De manera semejante, para resolvér6x+ 5= 0 escribimos

2C+6x+5 = 2x2+6x+§+%
3 1
= (VX+-——=)2—(i—=)?
( ﬁ) (\/é)
3 1 3 1
= (VX4 = —i—=) (VX + —=+i—).
3,.1
Luegox=—=+iz.
uego,x 5 |2
346 Ejemplo Resolver
9+x =10x"2

»Resolucion: Observe que
X 41K 2+9=(x2-9)(x 2—1).

Luego x= i% yx==1 <«

347 Ejemplo Resolver
-3 -_4=0.

63
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»Resolucién: Observe qué®* —3*"1—4 = (3X—4)(3*+1). Como no existe ningin nimero real Bn+1=0,
este factor se descarta. A3i— 4 =0 nos da x=log; 4. <

348 Ejemplo Resolver
(Xx—=5)(x—7)(x+6)(x+4) =504

»Resolucion: Reordenemos los factores y multipliguemos para obtener
(X—5)(X—7)(X+6)(X+4) = (X—5)(Xx+4) (x— 7) (X +6) = (}* —x—20) (x* —x— 42).

Pongamos y= x> — x. Asf(y— 20)(y—42) = 5040 y* — 62y + 336= (y— 6)(y—56) = 0. Luego y= 6, 56, lo que
implica
XX —x=6

X% — X = 56.

De aquix=—2,4,—7,8. «

349 Ejemplo Resolver
12* — 56x° + 89%% — 56x+ 12=0.

» Resoluciéon: Reordenando
12¢* + 12— 56(x3+ x) + 89> = 0. (5.1)

Dividiendo por %,
1 1
12(x* + =) —56(x+ =) +89=0.
(x*+ XZ) (x+ X) +

Pongamos u= x+ 1/x. Luego F—2=x+ 1/x2. Usando esto, (1) se conviert®(u®— 2) —56u+89= 0, de
donde u=5/2, 13/6. Por lo tanto

x+——§
2
y
h=2
6

Concluimos que x1/2,2,2/3,3/2. 4
350 Ejemplo Hallar las soluciones reales de
X% —Bx+2y/x2 —5x+3=12

»Resolucion: Observe que
X* —5X+ 3+ 2y/x2—5x+3—15=0.

Poniendo u= x? —5x+ 3 obtenemos # 2u*?— 15= (u%2+5)(u*/?—3) = 0. Luego u=9 (descartamost?+5=
0, ¢,por qué?). Por lo tanto%—5x+3=90x=—1, 6. 4

351 Ejemplo Resolver

V32— 4x+34— /32— 4x—11=9. (5.2)

» Resolucion: Tenemos idénticamente

(3%% — 4x+ 34) — (3x?— 4x— 11) = 45. (5.3)
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Dividiendo cada miembro de (3) por los miembros correspenigis de (2) obtenemos

/32— 4x+ 34+ /32— 4x—11=5. (5.4

Sumando (2) y (4)

V3% —4x+34=7,

de donde x= —%,3. <

352 Ejemplo Resolver la ecuacion
V144 x+V14—x=4.

»Resolucién: Pongase u= v/14+x v = v/14—x. Entonces
64 = (U+V)3 — u3—|—V3+3UV(u—|—v) =144 x4+ 14— x+ 12(1967X2)l/3,

de donde
3=(196—x%)1/3,

gue al resolver nos dax +13. «

353 Ejemplo Halle el valor exacto de cos@5.

» Resolucién: Usando la identidad
coqu- V) = cosucosvF serusernv

par de veces obtenemos

cosP =2cos0—1 (5.5)
y
cos¥ = 4cos 6 —3cosh. (5.6)
Pongamos x= cos 21/5. Comocos 61/5 = cos41/5, gracias a las dos identidades (5) y (6), vemos que x satisface
la ecuacién
43 —2x° —3x+1=0,
o sea,

(x—1)(4x° +2x— 1) = 0.

Como x=cos 21/5+# 1, ycos2t1/5 > 0, x es la raiz positiva de la ecuacion cuadréatibg + 2x— 1 =0, es decir

cosz—n— v5-1
5 4

<

354 Ejemplo ¢ Cuantas soluciones reales tiene la ecuacién

senx = X ?
~ 100

»Resolucion: Vemos que x 0 es una solucién. Ademas si»0 es una soluciény-x < 0lo es también. Asi pues,
s6lo contaremos las soluciones positivas.

Para que x sea una solucion, se debe tegrpe 100 serx| < 100. Por lo tanto podemos restringir x al intervalo
10;100. Dividamos este intervalo en subintervalos de longRadcon un Gltimo intervalo mas corto):

10,100 =]0;2m U] 27t 41Ul 47T, 671 U - - -U) 287, 3071 U] 3077, 100.
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De las gréficas de ¥ serx,y = x/100vemos que en el interval6; 21 existe s6lo una solucion. En cada intervalo
delaforma2nk; 2(k+1)m,k=1,2,...,14existen dos soluciones. El interva89rr, 100 tiene una onda completa
de longitudr (ya que31mr < 100) en la cual hay dos soluciones. Por consiguiente exister2 - 14+ 2 = 31 Asi
pues, hay 31 soluciones positivas y por ende 31 soluciomgzginas. Como 0 es también una solucion, el total de
soluciones reales es por lo tandd + 31+ 1= 63. «

355 Ejemplo Resolver el sistema de ecuaciones

X+y+u = 4
y+u+v = =5
u+v+x = 0,
V+X+y = -8

»Resolucion: Sumando las cuatro ecuaciones y diviendo por 3,

X+y+utv=-3.

Esto implica
44v = =3
—5+x = =3,
0O+y = -3
—8+u = -3

Deaquix=2,y=—-3,u=5v=—7. «

356 Ejemplo Resolver el sistema de ecuaciones
(x+y)(x+2z) =30,

(Yy+2)(y+x) =15
(z+x)(z+y) =18

»Resolucion: Pongamos &= y+z v =z+Xx,w=Xx+Y. Entonces el sistema se convierte en
vw= 30, wu=15 uv=18 (5.7)

Multiplicando todas estas ecuaciones obtenenfedaf = 810Q esto es, uvw: +90. Combinando este resultado
con cada una de estas ecuaciones en (7), obtenemd@u=6,w=5 ou=—-3,v=—6,w=—b5. Luego

y+z = Sa y+z = *33
Z+X = 6, 0 zZ+X = -6,
Xx+y = 5 x+y = -5

dedondex=4,y=1z=20x=—4,y=-172=-2.«

Tarea
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357 Problema  Resolver

2\/¥+3\/§:9+6—.
a X a b

358 Problema  Resuelva

(x—=7)(x—3)(x+5)(x+1) = 1680

359 Problema Resuelva

X4+ — 4% +x+1=0.

360 Problema Resolver la ecuacion

|X_3|(x2—8x+15)/(x—2) -1

361 Problema Resolver la ecuacion

2
X0~5|09\ﬁ((>< —X) _ glogg4,

362 Problema Resolver la ecuaciéon

Zsen’-x + 5.2c052>< -7

363 Problema  Resolver la ecuacion

log, /3 (cosx+ %) +109y /3 (cos<— %) =2

364 Problema ¢ Cudntas soluciones reales tiene la ecuaciéon

serx = Inx?

365 Problema Resolver la ecuaciéon

X+ — x| +3x—1] —2[x—2| =x+2.

366 Problema Hallar las raices reales de

V/X43—ax—T4/x+8—6Vx—1=1.

367 Problema  Resolver la ecuacion

6x* — 25¢ + 12¢ + 25x+ 6 = 0.

368 Problema Una progresion geométrica de nimeros reales satisfacequaria de|
sus primeros cuatro términos es 15 y la suma de los cuadradestas términos es 84
Hallar esta progresion.

369 Problema Resolver la ecuacion

X(2x+ 1) (x—2)(2x—3) = 63.

370 Problema Hallar el valor de

v30-31-32-33+ 1.

371 Problema  Sila ecuacion

hiciere sentido, hallar el valor de x.

372 Problema  Si la ecuacion

X+ 1\ X+ 4/X+ =2

hiciere sentido, hallar el valor de

Resolver la ecuacion

x+\/x2—1+x— -1
X—VX2—1 XxX+vVx2—1

373 Problema

98.

374 Problema Sean a,b, ¢ constantes reales abn= 0. Resolver el sistema de ecua-

ciones
X—(y—2? =2
Y —(z—x)? =1
Z—(x—y)? =2

375 Problema  Resolver el sistema
log, x+log,y+log,z= 2,
logz x+loggy + loggz= 2,
log,x+log;gy + 100,62 = 2.

Resuelva el sistema
X+ 3y +y =8,

2¢ — 28y +xyP = 1.

376 Problema

377 Problema Encuentre una solucion real para la ecuacion

(@ —9x—1)0 49K = 10 (x* — 1).

378 Problema Resolver el sistema de ecuaciones

X —yz=3,
Y2 —zx=4,
Z—xy=5.

379 Problema Resolver el sistema
2X+y+z+u=—1

X+2y+z+u=12
X+y+2z+u=>5
X+y+z+2u=-1
380 Problema Resolver el sistema de ecuaciones
X +x+y=8,
Y2+ 2xy+2z= 168

2 +2yz+ 2xz= 12480

381 Problema Hallar las raices reales de la ecuacion

\/X+2\/x+2\/x+»~+2\/><+2\/§:x,

n radicales
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382 Problema Resolver la ecuaciéon X—y=2.
1
fram——
1+ —1 385 Problema  Resolver el sistema de ecuaciones
14—
I
= XX =1, XoX3 = 2, ..., Xg00%101 = 100, X01% = 101

Aqui la expresion de la fraccion se repite n veces.

) 386 Problema  Resuelva para
383 Problema Resolver el sistema

X+2+4y+3+ 4/ (x+2)(y+3) =39, VXAV T+ X+ Vx—Ti=4.
(x+2)2+ (y+3)%+ (x+2) (y+3) =741

387 Problema  Dos estudiantes trataron de resolver la ecuacion cuaalkaticbx+c =

384 Problema Resolver el sistema de ecuaciones 0. Maguer ambos estudiantes ejecutaron todos los pasosteonestte, el primero copid
mal el coeficientd y obtuvo las soluciones= —6,1. El segundo copié maly obtuvo
Xyt =82 las solucioneg = 2, 3. ¢, Cudles son las soluciones correctas?

5.2. Polinomios
Recordemos que un polinomio es una expresion de la forma
P(X) = 8o+ a1X+ ax? + - - + apx".

Aqui los coeficientes jade p(x) pueden ser cualquier nimero complejo. Sidgs pertenecen exclusivamente al conjunto de
los ndmeros enteros diremos qpix) € Z[X]. Si lasax’s son numeros reales entonces escribirep(e$ € R[x]. Finalmente,
escribiremo9(x) € C[x si lasa,’s son nimeros complejos.

388 Ejemplo Hallar la suma de todos los coeficientes obtenidos luego pieneir y simplificar el producto
(1—x%+xH 1092 — 6x 4 5x°)19%,
»Resolucion: Pongamos
p(x) = (1—x2 4 x*)199(2 — 6x+ 5x%)19%,
Vemos que (x) un polinomio de gradd - 109+ 9- 1996= 18400 Asi pues, fx) es también la expresion

P(X) = 8o+ X+ X2 + - - - + Ay 8ok 8400

Vemos entonces que la suma de los coeficientedep
p(l) =ap+a;+ax+---+ais400
que también es(f) = (1— 1%+ 141092 -6+ 5)19%—= 1. Asi pues, la suma deseada es igual a

389 Ejemplo Pdéngase
(1+x34+x8) 10— a5+ agx+ apx® + - - - + agoe®®.

Hallar:

(A) agp+as+ax+az+---+agoo
(B) ap+ax+as+as+--- +agoo.
(C)ay+az+as+ar+---+arge
(D) ag+a4+ag+aiz+ - +agoo
(E)a1+as+ag+aiz+---+aror.

»Resolucion: Pongamos

p(x) = (1+x*4+>8)10 = ay+ arx+ ax® + - - - + agopC®.
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Entonces
(A)
ao+al+a2+a3+...+3800:p(l):3100'
Y (1) +p(-1)
ao+az+a4+a6+---+a800:%:3mo.
v (1) —p(-1)
(D) ) 1 | |
ag+as+ag+aia+---+agg= p(1)+ p(— ):p(l)—kp(—l) _ 5. 3100
(B) ( N
a1t+as+agtaiz+ - +argr= p(1) —p(= );Ip 1) +ip(—i) o
<

Otra propiedad de los polinomios que es a menudo Util es etifiigp de division: si dividimog(x) por a(x) obtendremos
polinomiosq(x),r(x) con
p(x) = a(x)q(x) +r(x).

Aqui 0< grador(x) < gradoa(x). Por ejemplo, al dividix® + x*+ 1 porx? 4+ 1 obtenemos
XX +1= 0+ —x—1)C+1)+x+2,

de donde el cociente egx) = x>+ x> —x— 1y el residuo es(x) = x+ 2.
390 Ejemplo Hallar el residuo cuandx+ 3)° + (x+ 2)8 + (5x+ 9)19%7 se divide pox+ 2.

»Resolucion: Como estamos dividiendo por un polinomio de grado 1, el tes&bs un polinomio de grado 0, es
decir, una constante. Asi pues, existe un polinon g una constante r con

(X+3)°+ (x+2)°+ (5x+9)*%" = q(x) (x+2) +r
Si ponemos x —2 obtenemos
0=(—2+3)°+(—2+2)%+(5(-2)+9)"*¥"=q(—2)(—2+2) +r =,

de donde el residuo es+ 0. «

391 Ejemplo Un polinomio deja residue-2 cuando se divide por—1 y residuo—4 cuando se divide pot+ 2. Hallar el
residuo cuando este polinomio se divide go# x — 2.

»Resolucion: De la informacion dada existen polinomios(®),gz(x) con gx) = qu(x)(x—1) —2y p(x) =
02(X) (X4 2) — 4. Luego g1) = —2y p(—2) = —4. Ahora bien, como%+x— 2 = (x— 1)(x+2) es un polinomio de
grado2, el residuo (x) al dividir p(x) por ® +x— 1 es de gradd. o menor, es decir(x) = ax+b para constantes
a,b que debemos determinar. Por el algoritmo de division

p(x) = q(X)(X° +x— 1) +ax+b.
Luego
—2=p(l)=a+b

—4=p(—-2)=—-2a+h.
De estas ecuaciones vemos que 3/3, b= —8/3. Luego el residuo egk) = 2x/3—8/3. «
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392 Ejemplo  Seaf (x) = xX*+ x4 x% + x+ 1. Hallar el residuo cuandé(x®) se divide porf (x).

»Resolucién: Observe que () (x—1) =x°—1y
f(°) = x4+ x4+ x40 +1= (x0— 1)+ (x*°— 1)+ (x}°— 1) + (x*— 1) +5.
Cada sumando en paréntesis es divisible por 2 y por ende por fx). Luego el residuo e5. <«

El algoritmo de division nos ayuda a demostrar el siguiessaltado, a menudo conocido como el Teorema del factor.
393 Teorema (Teorema de Ruffini)  El polinomiop(x) es divisible pox—asiy sélo sip(a) = 0.

Demostracién: Como x—a es un polinomio de grado 1, el residuo al dividifxjp por x—a es un polinomio de
grado 0, es decir, una constante. Asi

p(x) =q(x)(x—a) +r.

De aqui ga) =q(a)(a—a)+r =r. El teorema se deduce de esib.
394 Ejemplo Si p(x) un polinomio cubico cop(1) =1, p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5. Hallar p(6).

»Resolucion: Pongamos fx) = p(x) — x. Entonces x) es un polinomio de grado 3 y(8) = g(2) =g(3) =0.
Luego dx) = c(x—1)(x— 2)(x— 3) para alguna constante ¢ que debemos determinar. Petd-g c(4—1)(4—
2)(4—3)=6cyg4) =p(4)—4=1,de donde e 1/6. Finalmente

p(6) =9g(6)+6= (6_1”6;2)(6_3) +6=16.

<

395 Ejemplo El polinomio p(x) tiene coeficientes enterospfx) = 7 para cuatro valores enteros diferentesxd@emostrar
quep(x) # 14 para ningln entena

»Resolucion: El polinomio dx) = p(x) — 7 se anula para cuatro enteros diferentedba, d. Luego, por el
Teorema del factor,

g(x) = (x—a)(x—b)(x—c)(x—d)q(x),

para algin polinomio (x) con coeficientes enteros. Supongamos qli¢-p 14 para algun entero t. Entonces
g(t) = p(t) —7=14—7=7. De aqui

7=g(t) =(t—a)(t—b)(t—c)(t—d)q(t),
esto es, hemos factorizad@@omo el producto de al menos cuatro factores enteros distjhd que es imposible,

pues’ es a lo sum@(—1)1 el producto de tres enteros distintos. De esta contraditciiiegimos que no existe tal
entero t.«

396 Ejemplo Hallar un polinomio cubicg(x) que se anule cuando= 1,2, 3 y que satisfaga(4) = 666.

»Resolucion: El polinomio debe tener la forma(p) = a(x— 1)(x— 2)(x—3), donde a es una constante. Como
666=p(4) =a(4—1)(4—2)(4—3)=6a, a=111 Luego el polinomio deseado efp=111(x—1)(x—2)(x—3).
<

397 Ejemplo Hallar un polinomio cubicg(x) conp(1l) =1, p(2) =2,p(3) = 3,p(4) =5.
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»Resolucion: Utilizaremos el siguiente método debido a Lagrange. Sea
p(x) = a(x) + 2b(x) + 3c(x) + 5d(x),

donde &x),b(x), c(x),d(x) son polinomios cubicos con las siguientes propiedadel:a 1y a(x) se anula para
x=2,3,4;b(2) =1y b(x) se anula cuando x 1,3,4; c(3) =1y c(3) =1se anulaparax1,2,4y d(4) =1,
d(x) anulandose cuando=x 1,2, 3.

Utilizando el método del problema anterior hallamos

(x—2)(x—3)(x—4)

a(X) = 6 )
b(x) = (x—l)(x;3)(x—4)7
o(x) :7(xf 1)(x—2)(x—4)
2
y
d(x) = (x—l)(x;Z)(x—3).
Asi

p(x) = ,é - (x=2)(x—3)(x—4) + (x—1)(x—3)(x—4)

3 5
—5 (x—1)(x—2)(x—4) +5(X_ 1)(x—2)(x—3).
El lector podré verificar que este polinomio cumple con lasdioiones estipuladase
Por ultimo discutiremos las formulas de Viéte y las iderdietade Newton-Girard. Para introducir el topico consideem

primero el siguiente ejemplo.

398 Ejemplo Hallar el producto
(X+1)(x—2)(x+4)(x—5)(x+6).

»Resolucién: Vemos que el producto es un polinomio de grado 5. Para obelrereficiente de®tomamos una
x de cada binomio. Asi pues el coeficiente Yesc1. Para formar el término dé xomamos una x de cuatro de los
binomios y una constante del binomio restante. Asi puesediaiente de%es

1-2+4-546=4.

Para formar el término detomamos tres x de tres de los binomios y dos constantes deddsrtbmios restantes.
Asf el coeficiente debes

(1)(=2) + (1)(4) + (1)(=5) + (1)(6) + (—=2)(4) + (—=2)(—5) + (—2)(6)
+(4)(—5) +(4)(6) + (—5)(6) = —33.
De manera semejante, el coeficiente flex
(1)(=2)(4)+ (1)(=2)(—=5) + (1)(—2)(6) + (1)(4)(—5) + (1) (4)(6) + (—2)(4)(—5)
+(—2)(4)(6) + (4)(—5)(6) = —134
y el coeficiente de x es
(1)(=2)(4)(=5) + (1)(—2)(4)(6) + (1) (—2)(—5)(6) + (1)(4)(—5)(6) + (—2)(4)(—5)(6) = 172
Finalmente, el término constante g9(—2)(4)(—5)(6) = 240. El producto pedido es entonces

X° + 4x* — 33x3 — 134¢% + 172X+ 240,
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Del ejemplo anterior vemos que cada término tiene un “pesd, hues de cada uno de los cinco binomios o bien tomamos
el término dex o bien tomamaos la constante.

Siap#0Yy
agX" +apxX" a2 -t ag 1x+an

es un polinomio con raices, a», ..., a, entonces podemos escribir
aoX"+arX" 1+ apx" 2 4+ +an_1X+ an = ap(X— 0r1) (X— 02) (X— 0r3) - -+ (X— A1) (X— Op).

De esto deducimos ldérmulas de Viete:

k=1
a
P DORCILE
1<j<k<n
as
— == Z ajagay,
1<j<k<lI<n
ay
- > ajakaas,

1<j<k<l<s<n

399 Ejemplo Hallar la suma de las raices, la suma de las raices tomadas @éa dios, la suma de los cuadrados de las raices
y la suma de los reciprocos de las raices de la ecuacion

23 —x42=0.
»Resolucién: Sean ab,c las raices d@x® — x+ 2= 0. Por las férmulas de Viéte la suma de las raices es

0
b+c=—-=0
at+b+c 5

y la suma de las raices tomadas de dos en dos es

ab+ac+bc= -

Para hallar & + b?+ ¢ recurrimos a la siguiente identidad
a?+b?4+c?=(a+b+c)>—2(ab+ac+bc).

Luego
a4+ b2+c?=0°-2(-1/2)=1.

Finalmente, como abe —2/2 = —1, vemos que

1 1 1 abtactbc -1/2
atbtc™ a1 Y2
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400 Ejemplo Seana, B,y las raices de&® —x?+1 = 0. Hallar
1 1 1

2 + ﬁ + ?
»Resolucion: De ¥ —x?+ 1= 0deducimod/x* = 1—x. Luego

1 1 1
gt =l OB+ (1 =3 (@t pry)=3-1=2

<

Conjunto con las férmulas de Viéte tenemositntidades de Newton-Giraghra las sumas de potencips- ak +a% + -

aX de las raices:
as; +a; =0,

agSy +a1sy + 2a =0,
agSs+ a1 +apst +3a3 =0,
etc..

401 Ejemplo Sia, b, ¢ son las raices #2— x>+ 2 =0, hallar

a®+b?+c?

a4+ b3+c

a*t+bt+ct
»Resolucion: Primero observamos que

a’+b*+c? = (a+b+c)>—2(abt+actbe)=12-2(0) = 1.
Como X = x*— 2, obtenemos
a+bi+ct=a-2+0% -2+ 2=a’+b*+c?—-6=1-6=-5.
Finalmente, de %= x* — 2 obtenemos%= x* — 2x, de donde
at+bt+ct=at-2a+b*—2b+ct—2c=a+b*+c*—2(a+b+c)=-5-2(1)=—7.

<

402 Ejemplo (USAMO 1973) Determine todas las soluciones, reales o complejas dehsastle ecuaciones

X+y+z=3,
X+y+Z2 =3,
Xy +72 =3

»Resolucion: Sean xy, z las raices del polinomio
pt) = (t—X)(t—y)(t—2) =t3— (X+y+ 2)t2+ (xy+ yz+ 23t — Xyz
Ahora bien, Xyr yz+ zx= (X+y+2)2/2— (X% +y>+7)/2=9/2—3/2=3y de
4 y3+ 2 —3xyz= (x+y+2) 0%+ y? + 2 — xy—yz— zX)

se desprende que xyzl. Luego
p(t) =t3—3t24+3t—1=(t—1)3.

Luego x=y =z=1es la Unica solucién del sistema anteriar.

+
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403 Problema Sea 410 Problema Suponga que
(14x4+x3)" = ag + agx+ - + amx®". X a4 apX 2 Ay = (X)) (X T) - (X4Tn)
Hallar dondery,ra,...,ry son nimeros reales. Demuestre que

a9+ +as+ -+ + an.
(n—1)a2 > 2ng.
404 Problema Demostrar que las tres raicesde- 1 = 0 sonw = 1/2+1v/3/2,w? =
1/2—iv3/2 y w® = 1. Demostrar quev? + w+1=0. 411 Problema  Siay, 0, ..., 0100 SON las raices de
X0 —10x+10=0,
405 Problema Sea
hallar la suma

(142 4+x) 100 = a4 ajx+ - - - + agox*®. @l q100 . 4 100

Hallar
8 +ag +ap + -+ + aggg. 412 Problema Hallar un polinomio p(x) de grado 4 conp(1l) = —1,p(2) =
2,p(—3) =4,p(4) =5,p(5) =8.

406 Problema  El polinomio p(x) satisfacep(—x) = —p(x). Cuandop(x) es dividido

porx— 3 el residuo es 6. ¢,Cudl es el residuo cuapidd es dividido pon? — 9? 413 Problema Seana, 8,y las raices de® —x— 1 = 0. Halle

- . . 1 1 1
407 Problema  La ecuacién — 16x° 4 94x% + px+ q = O tiene dos raices dobles. H- —+t=+t3

ad B3y
llar p+q.
Y 5, 35

408 Problema (USAMO 1984) El producto de dos de las raices de a*+ Bty

x* —18¢E + ke 4+ 200k — 1984= 0 414 Problema  Los niimeros reales, 8 safisfacen
es—32. Determine el valor die a®—30?+50—17=0,

3_ ap2 _
409 Problema  Si p(x) es un polinomio de grado n tal qpék) =1/k,k=1,2,...,n+ B —3p"+5B+11=0.

1, hallar el valor degp(n+ 2). Demuestre que + 8 = 2.




Capitulo

Desigualdades

6.1. Valor absoluto y desigualdad del triangulo

Se presume quR esta dotado de una relacidnque satisface los siguientes axiomas.

415 Axioma (Ley de tricotomia)  V(x,y) € R? exactamente una de las siguientes se cumple:

X>Y, X=Yy, 0 y>X

416 Axioma (Transitividad)  V(x,Y,z) € R?,

si x>y y y>z entonces x>z

417 Axioma (Conservacion de las desigualdades en la adicion ) V(X,y,2) € R3,

si x>y entonces x+z>y+z

418 Axioma (Conservacion de las desigualdades en la multipl icacion por factores positivos) V(X,Y,2) € RS,

si x>y y z>0 entonces xz>yz

|:| X <y eslomismo quey x. x<y quiere decir y> X, 0 bien y=x, etc.

[]

419 Definicion (La funcién signum)  Seax un numero real. L&uncién signunse define y se denota por

( .

i -1 if x<0,
signum(x)={ 0 if x=0,

=L 41 if x> 0.

El siguiente lema es inmediato.

75
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420 Lema La funcién signum es multiplicativa, esto es(sjy) € R? entonces signuiix-y) = signum(x) signum(y).

421 Definicion (Valor absoluto)  Seax € R. El valor absolutade x se define y se denota por

|| = signum(x) x.
Las siguientes propiedades del valor absoluto se dedudemaeliato de su definicion.
422 Teorema Seax € R. Entonces

P—x ifx<0,
1. |x=

L X if x> 0.
2. |x >0,
3. || =max(x,—x),
4. |-x| = x|,

5. — x| <x< x|

6. V2 =|x|
7. X2 = || =2
8. x=signum(x) ||

423 Teorema (V(x,y) € R?),
Xyl = [x[]y]-

Demostracion: Se tiene
xy] = signum(xy) xy = (signum(x) x) (signum(y)y) = |x| |y,
en donde se ha utilizado el leda0. O

424 Teorema Seat > 0. Entonces
IX| <t <<= —t<x<t.

Demostracion: O bien,|x| = x, o bien,|x| = —x. Si|x| =X,

X <t <= x<t <= —t<0<x<t.

Si|x| = —x,
X <t <= —x<t <= —t<x<0<t.
0
425 Teorema Si (x,y) € R?, entonces max,y) = %'X_y' y min(x,y) = Hy—fIX—yl

Demostracion: Obviamentemax(x,y) + min(x,y) = x+y. Ahora, o bienx—y| =x—y y entonces % v, lo
que significa quenax(x,y) —min(x,y) = x—y, o bien|x—y| = —(x—y) = y—Xx, lo que significa que ¥ x y
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entoncesnax(x,y) — min(x,y) = y—x. En cualquier casanaxx,y) — min(x,y) = |[x—y|. Resolviendo el sistema

de ecuaciones

max(x,y) +min(x,y) = x+y

méx(xvy) 7min(xvy) = |X7y| )

paramaxx,y) y paramin(x,y) se obtiene el resultadl

426 Teorema (Desigualdad del triangulo) ~ Sea(a,b) € R?. Entonces

la+b| < a+b].

Demostracion: Deb5 en el teorema&22, por adicién,
~laj<a<|a

to
—|b <b < b],

obteniendo
—(lal+|b]) <a+b< (Jal+|b]),

de donde sigue el teorema, en aplicarida. [

Por induccidn, se obtiene la siguiente generalizacion,

427 Corolario Searxy,Xo,...,%, nUmeros reales. Entonces

X1 +X2 4 -+ 4 Xn| < [Xa| + [Xa| + -+ - 4 [Xn] -

Demostracion: Aplicando el teoremd26n— 1 veces

XatXo+-4X| < Xal Pt X1t X

< x| Xl + X3 Xn—1 4 Xn|
< X4 Xl [ Xn—1+ Xl
< Pl Xl e X (Xl

O

428 Corolario Sea(a,b) € R?. Entonces,

|la] — |bl| < Ja—b] |

Demostracion: Se tiene
|a =[a—b+b[ < |a—b|+[b],

(6.1)

(6.2)
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dando
|a| —|b] < [a—b].

De manera semejante,
Ib| = |b—a+al < |b—al+|a] = [a—b|+a],

dando
Ib|—la] < Ja—b] = —|a—b| < |a]—b].

Asi,
—la—b| <[a]—[b| < [a—D]

y se aplica ahora el teoremé&24. [

429 Ejemplo (Desigualdad de Weierstrass) ~ Sean > 0 un entero. Seg > 0 para toda € [1;n]. Demostrar que

n

[T2+x%) > 14> %

k=1 k=1

Estudiar el caso de igualdad.

»Resolucion: Expandiendo el producto
n n
H 1+%) _1+Zxk+ Z XX+ > 1+ ) X,
k=1 k=1 1<i<j<n k=1

la igualdad cumpliéndose porqug x 0. Cuando n= 1 la igualdad es obvia. Si+ 1 la igualdad se cumple para
n

Z xiXj = 0. <

1<i<j<n
430 Ejemplo Demostrar que para todo> 0,

o1 11

XFKZ X x4n’

k=1

»Resolucién: Obsérvese quek 1, (x+k)2 > (x+k)(x+k—1) y por lo tanto

1 1 1 1
X+K2 S Xt KX+Kk—1 X+k—1 X+K
De aqui,
1 1 1 1 1 1 1 1
2 T k22 T3 T T s T a2 S Xkt D) D)Xt 2) T X1 2 (X1 3))

1 1
T =1 xFn—1)(x+n)
101 01 1 1 1

X x+1+x+17x+2+x+27x+3
1 1 1 1

x+n—27x+n—1+x+n—17x+n
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431 Ejemplo Searx; € Rtales que) _ [x| =1y que)_x =0. Demuéstrese que

i=1 i=1

‘_—2_1_1 <
i n n
Thus
LI ol
i=1 : 2 i=1
yaqued _x = 0. Ahora bien,
i—1
n n
2 1 2
S (F-(rep)x|=x
i=1 i=1
<
Tarea

432 Problema  Searx,y nimeros reales. Demostrar que

0<x<y <= ¥ <y

433 Problema  Seart > 0, nimeros reales. Demostrar que

X >t <= (x>t) or (x<-—t).

434 Problema Sean (x,y) € R? nimeros reales. Demostrar que may) =
—min(—x,—Y).
435 Problema  Searx,y,z nimeros reales. Demostrar que

max(x,y,z) = X+y+z—min(x,y) —min(y,z) —min(zx) + min(x,y,z).

436 Problema Searb > 0y B > 0. Demostrar que

a_A__ a
b B

< a+A < A
b "b+B "B’
Aln mas, sipy g son enteros positivos tales que

7_p_u
0 q° 1%

hallar el valor minimo de.

437 Problema Seaa < b. Demostrar que

a+b
x—al < |x—b| <= x< %

438 Problema  Six > 0, usando la identidad

1
X+1—VX= ——,
VX VX T4+ X

st (-3 - 1-3)

demostrar que

1 1
— < VX+1—-VX< —=.
2vx+1 VX 2\/x

Utilicese este hecho para demostrar que:sil es un entero, entonces

1 1 1
2/NF1-2<14+ —+— 4.+ -—<2/n—1

439 Problema Demostrar que si > 2 es un entero, entonces

n"v2 < nl.
440 Problema Demostrar que
135 9999 1
2 4 6 10000 " 100°

441 Problema Sean > 2 un entero yay,ay,...,a, reales tal que g =0.

i=1
Demostrar que

n
n
E lai—aj|> 3 E la|.
1

i<j i=

442 Problema Dado un conjunto de nimeros rea{es, ay, ...
te un indiceme {0,1,...,n} tal que

> e

1<k<m

,an} demostrar que exis-

a| < max|ay|.
1<k<n
m<k<n

Sim= 0 la primera suma se toma como 0 y1si= n, la segunda se toma como 0.
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6.2. Elcuadrado de todo real es positivo

443 Teorema El cuadrado de todo real es positivo, estovess R, entonces? > 0. Alin mas, sa # 0, entonces? > 0.

Demostracién: Sia= 0, entonce®? = 0y no hay nada que demostrar. Prestiimase ahora ggeaPor trico-
tomia, o bien a> 0 0 bien a< 0. Presimase primero que>a 0. Gracias al axiomall8con x=z=ayy=0, se
tiene

aa>a0 = a’ >0,

mostrando el teorema cuanda-a0.

Presimase ahora que<a0. Entonces-a > 0y se aplica lo venido de demostrar:
—a>0 = (—a)?’>0 = 1-a2>0 = a’ >0,
obteniendo nuevamente el resultado.

El teoremal43probaréa ser extremadamente Util y seré la base de las dielsidaa clasicas de este capitulo. Se comenzara con
la desigualdad de las medias, de la que se daran varias dacioses y generalizaciones en las paginas subsiguientes.

444 Teorema (Desigualdad de las medias aritmética y geométr  ica) Seama > 0,b > 0. Entonces

Vab< 3P,
2
conigualdad siy sélo € =h.
Demostracion: Por el teoremat43
2

con igualdad si y s6lo si & b. Expandiendo,
2 a+b
(\/5—\/5) >0 < a—2Vvab+b>0 < vab< >

demostrando el teoreméal

445 Teorema (Desigualdad de las medias arménica y geométric  a) Seana > 0,b > 0. Entonces

2
T.1 <Vab
a b
siy sélo sia=h.
Demostracion: Por el teoremat44,
1,1
}-}g a b 2 <+ab,
ab 2 1 1
— _|_ —
a b

demostrando el teoreméal

446 Ejemplo Demostrar que la suma de todo real positivo y su reciprocbrasrzos 2.
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»Resolucion: Sea x> 0. Entonces

1
[1 Xt3 1
1=q/x-=<—X — 2<x+-,
X 2 X
demostrando la asercion. Nétese que hay igualdad si y soélo si
1
X= = =1+ x=1,

ya que se presumexO0. «

447 Ejemplo Seama, b dos reales no nulos. Determinar el valor minimo de

6 4 a2 b6 b4 b2

a® a
»Resolucion: Se tiene
a® a* a® b® bt P a® b a* b a b’
B T et (W@)*(@*@)*(W?)
> 24242
fmnd 6’
con igualdad siy s6lo sia b. «
448 Ejemplo Demostrar que st > 0,y > 0, entonces
X y 1
— <=
x4+y2+x2+y4_xy
»Resolucion: Se tiene
X y X y
a5t < +
X*+y2 x4yt NN
X y
< - 4+ 7
T 2X%y  2xy?
1
=

<

449 Ejemplo Seanuy, Uy, Uz, Us reales positivos. Aplicando la desigualdad de las meditmética y geométrica de dos nime-
ros, establecer la desigualdad de las medias aritméticaryéteica de cuatro nimeros:

14 Up+Uzx+Uz+ Uy

" (6.3)

(UgUpUzU4)

L . ui;+u
»Resolucion: Se tiene,/uju; < 1 > 2 y Uzl <

aritmética y geométrica de dos nimeros dos veg@s &, Yy \/UzUs Se obtiene

u3+u4. Ahora, aplicando la desigualdad de las medias

Up+Up Uz+Ug
2 + 2

/Uilz + /UzU
\/ VUil24/Ugly < ! 2—'2— S < 5

Simplificando se obtiene el resultado deseadlo.
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450 Ejemplo Seanu,v,w reales positivos. Utilizando el ejempiB!9 demostrar la desigualdad de las medias aritmética y
geométrica de tres nimeros:
13 _ Utv+w

(uvw) 3

(6.4)

»Resolucion: Por el ejemplod49

U+v+w\\ 4 Uy w S
(ww(=57)) = 2 '

Luego de masajear la desigualdad anterior, se obtiene

1/4
(UVM1/4(U+\:;+W) - u+\A/f+W+u+i/2+w’
lo que equivale a
1/4
(UVM1/4(U+V+W) Lutvtw
3 3
u+v+w

—1/4
3 ) se obtiene

Multiplicando uno y otro lado po(

(w4 < (w) "

de donde se destila el resultade.
451 Ejemplo Demostrar que s, b, c son reales positivos entonces

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abc

»Resolucién: El resultado se obtiene en seguida en multiplicando lasypiedilades a- b > 2v/ab, b+c > 2vbc
yc+a>2\/ca. <

452 Ejemplo  Seana,b,c,d, nimeros reales ligados por la relacié b + ¢? + d? = ab+ bc+ cd+ da. Demostrar que
a=b=c=d.

» Resolucion: Se tiene,
a?—ab+b?—bc+c2—dc+d?2—da=0,

084, 2 2 12 2 2 2 42 2
a b b c dc d a
Descomponiendo en factores,
L YUNERC IR DR SR PUUNY SN DAY S
2(a b) +2(b c) +2(c d) +2(d a)c=0.

Como la suma de ndameros positivos es cero solamente cuaddméanero es cero, se obtiene-sb,b=c,c =
d,d = a, lo que demuestra la aserciéa.

|:| Se nota de paso que de la identidad

a?+b%+c?—ab—bc—ca=> ((a—b)*+ (b—c)?+ (c—a)?) (6.5)

NI =

se obtiene la desigualdad
a’+b?+c?>ab+bc+ca (6.6)
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453 Teorema Sean(a,b,x,y) € R* conx > 0,y > 0. Entonces

Xy

Hay igualdad si y sélo sz =

<O

2 2 2
& b2 _ (a+b)

X+y

Demostracién: Como el cuadrado de todo real es positivo,

(ay—bx)?>0 —

ay? — 2abxy+b>? > 0

—  a%y(x+Yy)+bX(x+Yy) > (a+b)>xy

a2

X

Se cumple igualdad si y s6lo si aybx.[]

Iterando el teoremd53 se obtiene el corolario siguiente.

454 Corolario Seanay, by nimeros reales cdny > 0.

2 2 2 2
a & aptapt- o+
T . B ek )

by b bn
con igualdad si 'y sélo % = % =...= ?
1 2 n

Tarea

455 Problema  Sean(Xg,Xp, ..., %) € R" tales que

A+ X=X+ X+ X=X+ X+ + X

Demostrar quey € {0,1}.

456 Problema Sean > 2 un entero. Seéx;, Xy, ...,%,) € R" tal que

XX+ X = XaXo + XoXg Ko 1% + XnXq.

Demostrar quey =Xz = -+ = Xn.

457 Problema Demostrar que si > s>t entonces

r2—E+t2> (r—s+t)%

458 Problema  Si 0< a < b, demostrar que

459 Problema  Demostrar que s, b,c son reales positivos, entonces

(a?+1)(b?+1)(c®>+1) > 8abc

460 Problema La suma de dos reales positivos es 100. Maximizar su producto

b2 _ (a+b)’

y Xty

)

bi+bo+---+bp

461 Problema Demostrar que s, b,c son reales positivos, entonces

a b ¢
—+-+=->3

b ¢ a

462 Problema Seana, b, c nimeros reales. Demostrar que

a®+b® +c®—3abc= (a+b+c)(a?+b?+c®—ab—bc—ca).

Utilizar esta identidad para demostrar nuevamente que

oo Ut VAW
Juvw< —3

para reales positivas v, w.

463 Problema (AIME 1983)  Minimizar la funcién

9x?serfx+ 4
X —
xserx

en el intervald 0; 1.

A 1
464 Problema Demostrar que si & x < 1 entonces — x? < =. Luego demostrar que
si0< ab,c,d <1 entonces alguno de entre los productos

a(l—b), b(1—c), c(l—d), d(1—a)
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465 Problema  Demostrar que si,y, son nimeros reales positivos, entonces 470 Problema  Searx,y,znimeros reales estrictamente positivos. Demostrar que
AP+ 1> /Y2 +1+y /@ + 1

466 Problema Demostrar que s, b, c son las longitudes de los lados de cualquier trifin-
gulo, entonces

2 _ — —
X 22+y2 X +22 yzZO
y+z Z+X X+y

(a+b)(b+c)(c+a)>8(atb—c)(b+c—a)(cta—b). y determinar cuando se cumple la igualdad.

467 Problema  Searx,y,z reales estrictamente positivos. Demostrar que

R Y2

X
Y2y

471 Problema  Seana,b,c nimeros reales estrictamente positivos talesape= 1.
y z Demuéstrese que
+ Z + X

468 Problema Searg, b, c las longitudes de los lados de un triangulo. Demostrar g

[+

(a—1+%) (b—l—»—(—l:) (c—1+ é) <1

3(ab+bc+ca) < (a+b-+c)? < 4(ab+bc+ca).

472 Problema Sean a,b,c, nUumeros reales estrictamente positivos tales que

2 )
§a2+b2+c2 >2 a4+b4+c4) . Demostrar quea,b,c son longitudes de los la-
0s de un triangulo.

469 Problema  Seamg, b, ¢ las longitudes de los lados de un triangulo. Demostrar g

[

Vatb—c+vbtc—a+vera—b<ya+vb+C

6.3. Desigualdades de las medias

473 Teorema (Desigualdad de las medias aritmética y geométr  ica) Seanas,...,ax humeros reales positivos. Su media
geomeétrica es a lo sumo su media aritmética, esto es,

ar+---
Kag - ax < %7

conigualdadh; = - = &.

Se daran varias demostraciones de tan importante resut@tio en esta seccidn como en secciones subsiguientes. Est
ilustraran varias técnicas Utiles.

Demostracion primera: La primera demostracion es un argumento por induccion utoténiculento debido a
Cauchy. Se demostrara la desigualdad primero para poteré2 y luego se interpolara entre potencias 2le

Los casos k=2 y k=4 se han demostrado en el teoremé4 y en el ejemplal49 Presimase ahora que la
desigualdad es vélida parak 2"~1 > 2, esto es, presiimase que para reales positiyosXx .. ,Xon—1 S€ tiene

)l/2n71 < X1+X2+ e +X2n—1
- 2”—1 :

(Xlxz e X2n71 (67)

Se demostrara ahora la desigualdad p&tka= 2". Considérese ahora reales positivasyp, .. .,y.n. Notese que
hay2"— 2"t =2""1(2—1) = 2" ! enteros en el intervalop2" 1+ 1 ;2”] . Se tiene,

n n— n—1
(yiyz---yn) 2 = \/(Y1Y2"'yanl)1/2 l()’2nfl+1"'y2n)l/2

n—1 n—1
(y1y2-- 'yznfl)l/2 + (Y141 'yz")l/2

<

- 2
yitYo+--+Yom1  Yon1pqgte-tYon

< on—1 + on—1

- 2

ity

-

en donde la primera desigualdad sigue del casoe Ry la segunda de la hipdtesis inductiva (). Queda asi
demostrado el teorema para potenciastle
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Prestimase ahora qu&'~! < k < 2"y considérense los k reales positivasa, ..., a. El truco es de aumentar
esta coleccion hasta ten@f nimeros y utilizar el resultado obtenido para potencia2dg&l “relleno” sera el
promedio de los nimeros @y, ..., ax. Asi pues, considérese l28nimeros reales

a,ay, ..., a8, 841, .,an

a;tagx+---+ag

Congy1=...=an= K . Por lo ya demostrado par?” se tiene
. n n aqtapt-t&
N (a1+a2+...+ak)27k 12 <al+az+~-~+ak+(2 —K) (f)
182 - 8k -k = on 5
de donde
ajtax+---fax . ar+ap+---tak
At At ta k2 kK ——— + (2" —————
(alaz...ak)l/z (%ak) < k o ( k )7

lo que implica
n
V2 (ATt rantTYE a et fa

k k

Resolviendo pargﬁaz?zﬂ da la desigualdad deseada.

Demostracion segunda:La segunda demostracién es también por induccion. Como @ernteostracion anterior,
el caso k=2 ya se ha establecido en el teored&l. Pongase

at+ap+---+ag

Asza Gk:(alaZ"'ak)l/k-

Obsérvese que
A1 = (K+ 1A 1— KA.

La hipotesis inductiva esiA> Gy y se quiere demostrar que A > Gy, 1. Péngase

+(k—1 i\ 1/k
A~ Ht ( : )Ak+17 G (ak+1AE+%) /
Por la hipétesis inductiva, & G. Ahora bien,
(K+ 1Ak 1 — KA (K= 1)Aci1
A+ A k A
5 = > = A1
Asi pues,
A+
Acr1 = TAk
> (AA)Y?
> (GG,
i\ 1/2k
- (GtﬁAt&)
Se ha establecido que
1/2k

At1 > (Gti%A{:%) = Ax+1 2> Gk,

lo cual completa la inducciéril
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Demostracion tercera: La tercera demostracién depende de la nocion de continui®adhara una serie de
substituciones que conservaran la suma
atax+---+ap,

pero que incrementaran el producto
aiaz---an.

Al final se vera que todas lag aeran iguales y que su media aritmética A sera igual a su mge@anétrica

ait+apt--+an _ nA
S—

G. Si todas las @fuesen> A entonce > = A, lo cual es imposible. De igual manera, las

n
a no pueden ser todas A. Luego deben de haber dos subindicgstales que a< A < aj. Péngase p= A,

a’j =g +a; —A. Obsérvese que & aj = & +a’j, de donde reemplazar las a’s originales con las a’s primas no
altera la media aritmética. Por otra parte,

ajaj = Alai +aj—A) = ajaj + (aj — A) (A—a) > aiay
yaquegag—A>0yA—a >0.
Notese ahora que hay a lo sumo n a’s que reemplazar. El pmgedto terminarad eventualmente logrando igualar

a todas las a’s a la media aritmética e incrementando a la mediométrica. Habra desigualdad estricta si al
menos dos de las a’s son desigualés.

474 Ejemplo  Seaf (x) = (a+x)%(a—x)3, x e [-a;al. Hallar el valor maximo dé por medio de la desigualdad de la media.

»Resolucion: Sixe [—a;al, entonces & x> 0y a—x> 0, por lo tanto se puede utilizar la desigualdad de las

. a a—
medias con &= 8, alzazz---=a5=%(yaeza7:a8:Tx. Se deduce que

oy ey (G ey

5 3 8 4
de donde
5°33a8
fx) < =g
en donde se satisface la igualdad siy sélg%fi( = a_;x_ <

475 Ejemplo Para todo entern > 1 se tiene
1.3.5....(2n—1) < n",

ya que por la desigualdad de las medias,

1.3:5----(2n—1) < <1+3+5+...+(2nf1)>”7 <n2> =n".

n n

Obsérvese que como los factores son desiguales habraaldsidestricta.

- \" . . : .
476 Ejemplo La sucesiomnx, = <1+ ﬁ) ,n=12 ... es estrictamente creciente. De hecho, el conjunto€& niameros

1.1 1
1,1+ =,14=,...,1+ =,
n n n

tiene media aritmética
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y media geométrica
1 n/(n+1)
(1+3)
n

Por lo tanto,
1 1 n/(n+1)
1+— 1+=
+ n+1 o ( + n> ’
esto es - .
1 1
(1+___) >(1+_),
n+1 n
o}
Xn+1 > Xn,

demostrando la asercion.

477 Ejemplo Hallar el volumen de la caja rectangular mayor con ladodglasaa los ejes que se pueda inscribir en el elipsoide

B+ (=
Aqui,a>0,b>0,c>0.

2
»Resolucion: Sean2x, 2y,2z las dimensiones de esta caja. Se quiere maxindizgz. Poniendo &= 3,x; = 2

2 2
Xo = é X3 = 2 en la desigualdad de las medias, se tiene

2\2 2 3
Xy (X1+X2+X3) 1
— = < [—= =) =_—_.
a2 b2 c? XX = 3 27
Por lo tanto, el volumen méaximo es
8xyz< 8abc
- 3/3

<

478 Definicion Dados los realeg; > 0,a, > 0,...,ay > 0, sumedia arménicasta dada por

n
1 1 1
ag & an

Como colorario al teorema de las medias se obtiene

479 Corolario (Desigualdad de las medias arménica y geométr  ica) Considérense losrealbs>0,b, >0,...,b, > 0. En-

tonces n

1.1, 1
by by bn

< (byhy---bn)¥M.

L . . 1
Demostraciéon: Esto se sigue en poniendpa o en el teorema73 Entonces,
k

1.1, 1
(13___3)1/”< b, ' by bn
by) = '

n
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Combinando el teoremé&/ 3y el corolario479 se deduce

480 Corolario (Desigualdad de las medias arménica, geométr  icay aritmética) Searb; > 0,b, >0,...,b, > 0. Entonces

n by+by+---+b
T I S(ble"'bn)l/nS%-

481 Ejemplo Seaay > 0y pongass=a; +ay+ - - - + a,. Demostrar que

" s n?
PRLEELE
e S L

[

y que

=}

y por el corolario480,

demostrando la primera desigualdad.

S
Como —1= ka

, se tiene
S—a

k=1 k=1
n
S
k=1 &
> n2 n
- n—-1
_ n
T n=1

demostrando la segunda desigualdad.

Tarea

482 Problema Demostrar que $i > 1 es un entero,

n.<(11)"
! =) -
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6.4. Desigualdad de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky

483 Teorema (Identidad de Lagrange) Seanay, by nimeros reales. Entonces

(E) - (52) (B9) - 5 ooenr

1<k<j<n

Demostracion: Como para j=k se tiene gb; —ajbx = 0, se puede relajar la estrictura de la desigualdad en la
ultima suma. Ahora bien,

> (abj—ajb)® = > (afbf —2adxajb; +albp)
1<k<j<n 1<k<j<n
= abt—2 > adbabj+ > albg
1<k<j<n 1<k<j<n 1<k<j<n
n n n 2
- 3 (Yan)
k=1j=1 k=1

demostrando el teoremal

484 Teorema (Desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz) Searxy, yx numeros reales, £ k < n. Entonces

n n 12 , n 1/2
S s < (zxk) (zyZ) ,
k=1 k=1 k=1

con igualdad si y sélo si se cumple la proporcién

(alaa27"'aan) :t(blabZa"'7bn)

para alguna constante real

Demostracion primera: La desigualdad sigue de inmediato de la identidad de Laggang

o) () 5 oo

1<k<j<n

(teorema483), ya que Z (XYj —Xjyk)? > 0.0

1<k<j<n

n n n
Demostracion segunda: Pongase a= » X, b=> Xk y c= Y _ . Considérese el polinomio cuadratico

k=1 k=1 k=1
n n n n
at2+bt+c:t22xﬁ—2tzxkyk+2yﬁ = Z(txk—)’k)z >0,
k=1 k=1 k=1 k=1

en donde se tiene desigualdad porque se suman cuadradosregosireales. Luego este polinomio cuadratico es
positivo para todo real t de donde se desprende que tienesaiemplejas y su discriminanté-b4ac es negativo.

: () e(9)(54)

dando la desigualdad deseada.
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Demostracion tercera: Gracias al corolario454;

2\ /2 2\ 2 2\2

X X X
XX+ X 1, %%, T

i Y A

(X1y1+XoY2 + -+ + Xnyn)?
YitY5+ YR

de donde se obtiene la desigualdad desedda.

n n
Demostracién cuarta: La desigualdad es obvia inﬁ) (Zyﬁ) =0, asf que prestimase al contrario.
k=1 k=1
Utilizando la desigualdad del triangulo y la desigualdadldenedia,

n n

> XYk <y Xl 1w

k=1 \/(ZE:lXi%) (Zﬂzlyﬁ) k=1 \/ZE::LX& \/Zﬂzlyﬁ
<yl < % % )
T 52 Vi LYk
=1

3

de donde se deduce la desigualdad requerida.

485 Ejemplo Demostrar que siy, Xo, . .., Xn, SON nimeros reales estrictamente positivos, entonces

1 1 1 5
(X1 +X2+...+Xn) (—+—+...+—> >n-.
X1 X2 Xn

» Resolucion: Por CBS,

n 2
(x1+x2+...+xn)(X—11+12+...+—> > ( m%)

|
486 Ejemplo (USAMO 1978) Seama,b,c,d,ereales satisfaciendo
a+b+c+d+e=8  a?+b’+c2+d’+ef =16

Maximizar el valor dee.
» Resoluciéon: Por CBS,

(a+b+c+d? < (1+1+1+1) (2 +b*++d?) = 4(a®+b*+c?+d?).

De aqui,
) 16
(8—e) §4@6—¥)¢:>d%—1&§0<=>0§e§§<

gl o

L. 16
El valor maximo e= 3 es alcanzado cuando-ab=c=d =

<




Desigualdad del reordenamiento 91

487 Teorema (Desigualdad de Minkowski)  Searxy,yx humeros reales. Entonces

n 1/2 n 1/2 n 1/2
St <R+ %
k=1 k=1 k=1
Demostracién: Se tiene,
n n n n
DoEW? = Y K2 XY %
k=1 k=1 k=1 k=1
n n 12 , 12 p
< Y +2(Y % ARSI
k=1 k=1 k=1 k=1

n 1/2 n 1/2\ 2
Yokl + D% :
k=1 k=1

donde la desigualdad deseada se sigue por CBS.

Tarea

488 Problema  Siay, by, ¢,k =1,...,n, son reales positivos, demuéstrese que 491 Problema Sears, b,c,d nUmeros reales estrictamente positivos tale&sﬁueb2 =
3
(c2 + dz) . Demostrar que

n 4 N N . ) o
<Zakbkck> < <Zaﬁ> <Zbﬁ> <Zcﬁ> ) 2 52t
k=1 k1 1 P

1 1 1
492 Problema Searx > 1,y >1,z> 1 tales que—x + -+ 7= 2. Demostrar que
489 Problema Seax; > 0 para 1< i < n. Demostrar que Y

X1+ Xo 4 - + X - (x§+x§+»~+xﬁ)m A/ X+HY+Z>VX—=14+/y—1+Vz—-1
n - n ’
493 Problema  Seanx,y,z nimeros reales estrictamente positivos talesxyae> xy+
conigualdad siy s6lo sig =X = -+ = Xy. yz+zx Demostrar que

xyz>3(x+y+2).

490 Problema Sean > 3 un entero y considérese reales estrictamente posifivos , . I .
494 Problema Seanay,ap,...,an humeros reales estrictamente positivos. Péngase
a,a,...,an, tales que n

n
2 S = E ayS = E a?.
(+a+..+a) > (n—1) (af+as+...+an). - -
== i=
Demostrar que para todo trioj,k, dos a dos distintos, los nimeresa;,ax son las Demuéstrese que n
longitudes de los lados de un triangulo. S — aﬁ
Z S —a =5

6.5. Desigualdad del reordenamiento

495 Definicion Dado un conjunto de nimeros reales, Xo, . .., X }, dendtese por
Xp > ¥ > > %n

el reordenamiento decreciente dexag por
Xp <K < <Ky

el reordenamiento creciente de ias
496 Definicion Dadas dos sucesiones de niUmeros re@eso, ... . xn} Y {Y1,¥2,--.,Yn} de la misma longitud, se dice que

“sonsimilarmente sorteadas ambas son crecientes o si ambas son decrecientes. Seidisergliferentemente sorteadas
una es creciente y la otra es decreciente.
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497 Ejemplo Las sucesiones4 2< --- <nand £ < 2% < ... < n? son similarmente sorteadas, mientras que las sucesiones

1 1 1 .
> 3225y 13 < 22 < ... < n® son diferentemente sorteadas.

2= 22

498 Teorema (Desigualdad del reordenamiento) ~ Dados nimeros realdsy, ap,...,an} Y {b1,b2,..., by} se tiene

Z &by < Z agby < Z ayby.

1<k<n 1<k<n 1<k<n

Asi la suma Z akbx se minimiza cuando las sucesiones son diferentementadagg se maximiza cuando las sucesiones

o 1<k<n
son similarmente sorteadas.

|:| Obsérvese que

aby = &by
1<k<n 1<k<n

Demostracion: Sea{c(1),0(2),...,0(n)} un reordenamiento d€l,2,...,n}. Si hay dos subindicesjj tales
que las sucesiones halan en direcciones opuestas, por lg@mp a; y by (i) < bgs(j), entonces considérese las
sumas

S = albo—(l) +a2b(,(2) +"'+ajbg(i) +"'+ajbg(j) +"'+anbg(n)

S = albo(l) +azbg(2) +"'+aibo(j) +"'+ajbo'(i) +"'+anbo(n)
Entonces

S —S=(a—aj)(bg(j) —bgi)) > 0.
Esta Ultima desigualdad demuestra que mientras mas cetéa &s a’s y las b’s de halar en la misma direccién,
mayor serda la suma. Esto demuestra el resultadio.

499 Ejemplo Dar una demostracion de la desigualdad de las medias ntlizia desigualdad del reordenamiento. Esto es, si
ay,...,an SON reales positivos, demuéstrese que
a
n ai---an < w’

conigualdad siy sélo €y = --- = ay.

»Resolucion: Si alguna de las ges cero, no hay nada que demostrar. Presimase pues que tmuastsicta-
mente positivas. PGngase

™ a3 oo Pl d
Y a e T (e T T (e
y
1 1 1
yl_X17 YZ—sz LR yn_Xn_ .
Obsérvese que pa@< k <n,
aap - (adp--an) /" a
KiYi—1= kn = Un’
(a1@z---an) a2 A1 (a1@z---an)

Las x y las y son diferentemente sorteadas, y en virtud de la desigualdadordenamiento,

1+14--4+1 = Xgy1+XoY2+ -+ XnYn

IN

X1Yn+X2y1+ -+ XnYn—1
a1 az an
+ o ——
(qaz---an)V/"  (agap---an) /" (qag---an)l/n
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0 sea,
<m+m+m+%
= (agap---ag)/n
de donde se obtiene el resultade.
3
. siPx  cosx T
500 Ejemplo Minimizar f : x — + — sobre]o;—[.
COSX sinx 2
- T . . 3 1 1 - .
»Resolucion: Sea xc ]O;— [ Las sucesmneésm X, co§x) y | ——, —— ] son similarmente sorteadas. Asi
2 COSX’ sinx

pues, por la desigualdad del reordenamiento,

. 1 1 .
f (x) > Sin®Xx—— + c0S' Xx—— = si X+ co$x = 1.
sinx cosX

Por otra parte,

Luego, el minimo deseado ks«

501 Ejemplo Demostrar qu&(a,b,c) € R?,

a’+b’+c?>ab+bc+ca

»Resolucion: Sin pérdida de generalidad, supdngase quela> c. Entonces & b > ¢ es similarmente sorteada
gue ella misma, y asi por la desigualdad del reordenamiento,

a?+b?+c? =aa+bb+cc> ab+bc+ca
La desigualdad deseada también se sigue de inmediato dentidad
b+c\? 3
i > + )2.

2 212 ah—heca— (o 2TC O
a“+b“+c-—ab—bc—ca (a > 4(b c

Se puede también utilizar la desigualdad de las medias gess/
a’+b’>>2ab b’+c®>>2bg c’+a’>2ca
y sumar.«
502 Ejemplo Demostrar que $i(a,b,c) € R3, cona>0,b > 0,c > 0, entonces se cumplen las siguientes desigualdades:
a>+ b3+ c2 > maxa®b+ b’c+ c?a, a’c + b?a+c?b),
a®+b3+c® > 3abg

ad+b34cd> % (a%(b+c) +b*(c+a) +c(a+b)).

»Resolucion: Sin pérdida de generalidad, supdngase quela> c. Entonces & b > ¢ es similarmente sorteado
con & > b? > c? y en virtud de la desigualdad del reordenamiento,

a>+ b3+ c® = aa’+ bb? + cc® > a?b+ b’c+ c?a,

a4+ b%+c® =ad + b +cc® > a’c+ bPa+cb.
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Sumando, L
a3+ b+ =ad+bb?+cd > 5 (a%(b+c)+b?(c+a) +cP(a+b)).

Otra vez, si & b > c entonces
ab>ac> bc,

y asi
a®+ b3+ c® => a?b+b’c+c?a= (ab)a+ (bc)b+ (ac)c > (ab)jc+ (bc)a+ (ac)b= 3abc

Esta ultima desigualdad también resulta de la desigualdathd medias ya que

13 _ a3 +b3+cB

33 A3
(a’b’c?) 3 ,

u otra vez, de la identidad
a>+ b3+ c®—3abc= (a+b+c)(a®+b?4 c2—ab—bc—ca),

y la identidad del ejempl601 «

503 Ejemplo (Desigualdad de Chebyshev) Dados reale$as,ay,...,an} y {b1,by,..., by} prove that

%Zékf)k§<% Zak> (% > bk>§% S b

1<k<n 1<k<n 1<k<n 1<k<n

»Resolucion: Se aplica la desigualdad del reordenamiento n veces:

8161+ &by + - +8bn < ayby+agby+ - +anby < &by + &by + -+ &nby
8101+ &b+ +8bn < aby+agby+---+anbs < &3by+ &by + -+ 8nbn
8161+ &by - +8bn < abztagbs+---+anhy < &by + &by + -+ &by

8101+ &by + - +&by < abntadhi - tabny < &by + &byt -+ &by
Sumando se obtiene la desigualdad deseada.

<

504 Ejemplo (Desigualdad de Neshitt)  Seana, b, c reales estrictamente positivos. Demostrar que

a . b . c >§
b+c c+a a+b™ 2

»Resolucion: Presimase quea b > c. Pongase s- a+ b+ c. Entonces

1 1 1
—a<-b<-c= s—a<s—b<s—c= > >
s—a_ s—b ~s-c
) 1 1 1 L. .
y por tanto las sucesionestac y s as bs e estan similarmente sorteadas. Usando la desigualdad del
reordenamiento dos veces,
a b c a b c a b c a b c
> . >

s—a sfb+sfc = schrsfajLsfb’ sfa+sfb+sfc = sfb+sfc+sfa'
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Sumando estas dos desigualdades,

2( a n b c )Zb+c c+a c+a7
s—a s—b s—c s—a Ss—b s—c
de donde b
2( a 2, ¢ >23,
b+c c+a a+b

estableciendo el resultadet

Tarea

505 Problema (IMO, 1978) Seaak, 1 < k < nuna sucesion de enteros distintos estrig
mente positivos. Demostrar que

n n
ay 1
= > =
DDk
k=1 k=1

506 Problema Seara,b,c,d reales positivos, satisfaciendb—+ bc+ cd+ da= 1. De-
mostrar que

a’ N b3 N c N d® -
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c™

1
3

507 Problema (IMO 1975) Searxy > Xp >...>
Considérese una permutacitn, z, . ..,z,) de(

Xn, YY1 > Yo > ... > Yn nOmMeros reales
Y1,Y2,...,¥n) . Demostrar que

n n

Z(Xi*yﬂzﬁz (% —2z)%

=1 i=1
508 Problema Seargy,ay,...,a, reales estrictamente positivos. Demostrar que

+=4... +—=>a+a+...+an.

te509 Problema  Seana, b, ¢ reales estrictamente positivos y seanet 0 un entero. De-
mostrar que
a" b" c"

an—l bn—l cn—l
LI e e Ay
b+c c+a a+b

2

>

510 Problema Seanxy, X, X, reales estrictamente positivos. Demostrar que

10 X1 +Xp 44X

X1 X > (X4 X2 . %)

511 Problema (IMO 1998) Seanx,y,z reales estrictamente positivos tales ogye= 1.
Demostrar que

S
(1+y)(14+2)  (1+2)(1+x)  (14+x)(1+y)

3
>,
4

& 8
&\

2
i
an

2R
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Geometria plana

Se intentara aqui recoger una cantidad de resultados y aséfitites para resolver problemas de tipo concurso en Geome-
tria. Una gran parte de estos resultados son clasicos yugbardn con métodos clasicos: esto es, sin introducir le®nes de
distancia o distancia dirigida. A algunos resultados sérdarultiples demostraciones, para evidenciar la utilidadidersos
puntos de vista. Se utilizaran tanto métodos sintéticaapogectoriales, analiticos y trigonométricos.

El deseo no es de dar una presentacion rigurosa y axiom&ita @eometria, sino mas bien, presentar una serie de
resultados Utiles para la resolucion de problemas tipopdéda. Por tanto, la progresion de topicos no serd necesarta
lineal.

7.1. Angulos

Se supondran por conocidas las nociones elementalpsrde, recta, rayo, plano y segmento de rettas puntos gene-
ralmente se denotaran por mayusculas, ., etc. Las rectas generalmente se denotaran por mayusoulflechas supra,

e.g.(f, M. Larecta que contiene los puntdy B se denotara po(tk_é. El segmento de recta con punto inicday punto final
B se denotara pdAB] y sulongitudo distancia positiva enti®y B por AB, notando quéB = BA. El rayo con punto inicial
y que pasa poB se denotara pdAB].

512 Definicién  Se dir4 que dos figuras seongruentessi coinciden cuando una es sobreimpuesta a la otra.

513 Presuncién Dos puntos distintos determinan una recta Unica.

B
o P o> —— o (@) A
A B A B A
Figura 7.1: Un punto. Figura 7.2: Una recta. Figura 7.3: Un rayo. Figura 7.4: Angulo. Figura 7.5: Angulos con-
vexo (en rojo) y concavo
(en verde).

514 Presuncién Dado un punto y una recta, o bien el punto yace sobre la rebiancel punto no yace sobre la recta.

96



Angulos 97

515 Presunciéon Dos puntos yacen sobre una recta tnica.

516 Presuncion Dos rectas sobre el mismo plano o bien se intersecan en ua @oieb o bien no se intersecan, en cuyo caso
se denominaparalelas Silarectal es paralelaalarectd se escribiral | L'.

517 Presuncién El paralelismo es una relacién de equivalencia, esto es,
= esreflexiva, ya que toda recta es paralela a si misma,
= es simétrica, ya que si una recta es paralela a otra, la atsadda primera 'y
= es transitiva, ya que si una recta es paralela a una seguidayesta a otra tercera recta, la primera lo es a la tercera.

518 Presuncién Dado un puntd y una rectd. que no contengal, existe una recta Gnidd que contiene ® y que satisface
L|L.

519 Definicion (Puntos colineales)  Tres puntos 0 mas puntos se digatinealessi yacen en la misma recta.

520 Presuncion (Relacion de Chasles)  Si A, B, C son tres puntos colineales yBiesta entrd y C entonces

AC=AB+BC.
521 Definicién (Rectas concurrentes)  Tres 0 mas rectas se dicen concurrentes si pasan por un pucaongin.

522 Definiciéon (Angulo)  Sean[OA[ y [OB[ dos rayos de origen comi La regién barrida por el rayl®A[ cuando este gira

sobre el vérticd hasta llegar al ray@OB[ se denominangulo dirigidoy se denota pof[OA[, [OB[). También se utiliza la
notacionAOBo O.

|:| Como el rayo inicial puede tanto girar en sentido levogiranmoen sentido dextrdgiro, hay ambigtedad al
nombrar angulos. Asi pues la misma notacion se puede utthrao para nombrar el angulo convexo o céncavo.
La mayoria de las veces la notacion se referira al angulo paidio cuando el rayo inicial viaja en sentido levégiro,
pero en caso contrario se haran notar las excepciones comddao . Véase la figurd .5.

Se utilizara tanto ejradocomo elradian para medir angulos. Recuerdése que se verifica la identidad

A r

en dondeA es la medida del angulo en gradog r es la medida del angulo en radianes. Se utilizara la misnacidot para
denotar tanto a un angulo como a su medida.

523 Definicién (Angulo adyacente)  Si el rayo[OB][ esta entre los rayd©®A[ y [OB], se dice que los énguloém y
([OB][, [OC[) sonadyacentey se cumple

([OA, [OCl) = ([OAL, [0B]) + ([OBY, [OC).

524 Definicién (Revolucion)  Unarevoluciones el &ngulo obtenido al rotar un rayo hasta que yaga otraokee si mismo.
Mide 360 o 2rrradianes.

525 Definicion (Angulo llano)  Un angulo llanoes el &ngulo formado por un rayo y el rayo con el mismo puntiahpero
viajando en direccion opuesta. Mide 897 radianes.
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. . . . . T .
526 Definicion (Angulo recto)  Un angulo rectoes la mitad de un angulo llano. Mlde"aﬁz radianes.

527 Definicién (Angulo agudo)  Un angulo agudaes aquél que mide menos que un angulo recto.

528 Definicién (Angulo obtuso)  Un &ngulo obtusaes aquél que mide mas que un angulo recto pero menos que uo angu
llano.

529 Definicion (Angulo reflejo)  Un &ngulo reflejoes aquél que mide mas que un angulo llano.

530 Definicion (Angulo complementario) Dos angulos se dicecomplementariosi la suma de sus medidas es un angulo
recto.

531 Definicién (Angulo suplementario) Dos angulos se dicesuplementariosi la suma de sus medidas es un angulo llano.

C
L O bk
o A A B O A B O A

Figura 7.6: Angulos adya- Figura 7.7: Revolucion. Figura 7.8: Angulo llano. Figura 7.9: Angulo recto. Figura  7.10: An_gulos
centes. opuestos por el vértice.

|:| Es evidente que si un angulo recto se descompone en dos araglyacentes, el uno es suplementario al
otro. Reciprocamente, si dos angulos adyacentes son seiplarios, entonces forman un angulo recto.

532 Definicion (Angulos opuestos por el vértice) Cada par de angulos opuestos cuando dos rectas se intessdizmnan
angulos opuestos por el vértice.

533 Teorema Dos angulos opuestos por el vértice son congruentes.

Demostracion: Véase la figur&.1l Por formar angulos llanos adyacentes,
A/O\B+B//(TA: nm= B/’(Y%LATO\B’ — AOB=AOB.
O

Si dos rectas se cortan y uno de los angulos en el corte es eattmces todos los demas seran angulos rectos, en viitud de
teorema’. 1l De aqui la siguiente definicion.

534 Definicion (Rectas perpendiculares)  Dos rectas y L’ se dicerperpendicularesdenotado pok L L', si el &ngulo entre
ellas es recto.

535 Definicién (Transversal)  Unatransversaks una recta que cruza a otras dos o mas rectas. Estas Gbittespueden ser
0 no paralelas.
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536 Definicién (Angulos correspondientes) Angulos homologos en rectas cortadas por una transversihstadosaingu-
los correspondiente¥éase a figura.11

537 Definicion (Angulos alternos internos) Angulos entre rectas cortadas por una transversal y en lgpiesstos de la
transversal son llamad@sgulos alternos interno¥/éase a figurd.12

538 Definicién (Angulos alternos externos) Angulos fuera de rectas cortadas por una transversal y es tgzliestos de la
transversal son llamaddsgulos alternos externo¥éase a figur&d.13

D D D
o B/ B e o B B e o B
o“\“ O“%n o’\
o A/ A e o A A e o A
O O
D' D’ D’
Figura 7.11: Angulos correspon- Figura 7.12: Angulos alternos inter- Figura 7.13: Angulos alternos ex-
dientes. nos. ternos.

Se presumira que el lector conoce los siguientes resultados

539 Presuncion  Si una transversal corta a dos paralelas, o &ngulos comdgmtes son congruentes. Reciprocamente, si una
transversal cortare dos rectas y si los angulos correspotedifueren congruentes, entonces las rectas cortadparsdeias.

540 Presuncién Si unatransversal corta a dos paralelas, lo angulos attestternos son congruentes. Reciprocamente, si una
transversal cortare dos rectas y si los angulos alternesr®sd fueren congruentes, entonces las rectas cortadparsbelas.

541 Presuncién Si una transversal corta a dos paralelas, lo &ngulos aténternos son congruentes. Reciprocamente, si una
transversal cortare dos rectas y si los angulos alternesiios fueren congruentes, entonces las rectas cortadparsdelas.

542 Definicion (Triangulo)  Un tridangulo es una figura en el plano, obtenida al unir, por segmentosati®, tees puntos no
alineados en el plano. Un triangulo se diséscelesi dos de sus lados tienen la misma longitudguilaterosi su tres lados
tienen la misma longitud

543 Definicion Un triangulo rectanguloes aquél que posee un angulo recto. El lado opuesto al arepitose llamdipote-
nusa y los otros dos ladosatetos

Se presumira conocido lo siguiente.

544 Presuncién  Si un triangulo es isdsceles, los &ngulos opuestos a los Emgruentes son congruentes. Reciprocamente,
si dos de los &ngulos de un tridngulo son congruentes, rgtrié es isosceles. Un triangulo equilatero es equiangsto,es,

. T .
cada uno de sus tres angulos miéaleadlanes.

Dado un trianguld\ABC, sus angulos interiorﬁ/A\B ﬁ:y B/C\A se denotaran, respectivamente,ép@y C, 0 aveces, por
letras griegasy, 3, V.
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545 Teorema La suma de los angulos internos de un tridngulo es un anguio (L80 o rrradianes).

., , == . . .
Demostracion: Constriyase por A una recta paralelaB&. Para simplificar la nomenclatura, presimase que el
punto X esta sobre esta recta, a la izquierda de A, y el puntst& sebre esta recta, a la derecha de A, como en la
figura7.15 Por ser angulos alternos externos a rectas paralelas,

XAB=B, YAC=C.
Por ser angulos adyacentes en una linea recta

T=XAB+A+YAC=B+A+C

como se queria demostrat.

Figura 7.14: Trianguld\ABCrectangulo em. [AC] es la hipotenusdBC] y [AB] son los catetos.

546 Definicion (Angulos exteriores de un triangulo) Un angulo exterior o externde un triangulo es el &ngulo suplemen-
tario formado al extender un lado del triangulo. Véase lafigula

La siguiente asercion es obvia.

547 Teorema La medida de un angulo exterior de un triangulo es la sumasdudalidas de los dos angulos internos opuestos
del triangulo.

X Y

Figura 7.15: Teorema45s. Figura 7.16: Un angulo externo. Figura 7.17: Ejempl&48.

548 Ejemplo Hallar la suma de angulos de los vértices
A+B+C+D+E+F
en la figurarz.17.
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»Resolucion: Afadanse los vértices G, H, e |, como se muestra en la figurasé?cangulos opuestos por el
vértice, G, H, e | son también los angulos internos del triflogn el centro, luego pues se tiene

A+B+G=m C+D+l=m E+F+H=m G+H+i=m,

y asi o
A+B+C+D+E+F+G+H+1=3m,
de donde R
A+B+C+D+E+F=3m—m=2rm.
<

D
L.
b2 C3 -
B
ap )
C1 C
1 by .
A C

Figura 7.18: Ejempl&49.

549 Ejemplo Se construye una sucesion de triangulos isésceles, contmezanAB = BC, luegoBC = CD, etc., tal como en
la figura7.18 SiBAC=x > 0, demostrar que tan solo se puede construir

]

triangulos.

»Resolucion: Sea n el nimero de tales tridngulos que puede ser constri@mfusidérese la figura . Sea & x.
Como los triangulos han de ser iséscelessha; = x. Esto conllevaat=m—a; — by y asi

a = T—C= 2X7

b2 = az= 2X,

C = T—ay— bz = mm—4X,
az = T—b;—cy=3X,

by = 3x,

an = nx
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En otras palabras, el enésimo tridngulo tiene dos angulosligs a nx. Se puede construir triangulos en tanto

2nx < 1, de donde o

n=|-—|.
il
<
550 Definicion (Cuadrilatero)  Un cuadrilateroes una figura en el plano obtenida al unir cuatro puntos, salgellos alinea-

dos. El cuadrilatero esmplesi sus lados no se cruzan. &mvexai para cada dos puntos dentro del cuadrilatero, el segmento
de recta uniéndolos esta dentro del cuadrilatero.

|:| De ahora en adelante, la palabadrilaterdan sélo denotara la nocién deuadrilatero simplea menos
gue se indique lo contrario.

G
E el oK
H ¢/J
F
¢ L
Figura 7.19: Cuadrilatero simple y convexo. Figura 7.20: Cuadrilatero no simple. Figura 7.21: Cuadrilatero no convexo.

551 Teorema La suma de los angulos internos de un cuadrilatero simpleganulos llanos (36® 2rrradianes).

Demostracion: De la figura7.19 vemos que si el cuadrilatero es convexo, entonces se plegdieun vértice

y conectarlo con otro vértice no consecutivo, creando uagalal y dos triangulos. Si el cuadrilatero es simple,
pero no convexo, como en la figuP&, entonces debera tener un angulo reflejo. Desde el vértiastieangulo
reflejo se traza una diagonal, creando asi dos trianguloggayj en cada caso, la suma de los angulos es la de dos
triangulos, esto e o0 36C°. [

552 Definicion (Poligono) SeanPy,P,,..., P, n puntos distintos en el plano, ninguno trio de entre ellosireal recta. La
figura den ladosPiP;. .. P, obtenida al uniP conP, 1, k < ny B, conPy, se denomingoligona El poligono esimplesi sus
lados no se cruzan. E®nvexcsi para cada dos puntos dentro del poligono, el segmentactieuriéndolos esta dentro del
poligono.

|:| De ahora en adelante, la palabgoligonotan s6lo denotara la nocion deoligono simplea menos que se
indique lo contrario.

553 Teorema La suma de los angulos internos de un poligonm dedos esn— 2 angulos llanos(6—2)180° o (n—2)1t
radianes).

Demostracion: Por induccion. Para i= 3 esto es el teorentad 5 Presiimase primero que el poligono es convexo.
Elijase cualquier vértice y Unase a este vértice con lossatre 2 vértices que no inciden en él. De esta manera se
han formado n- 2 triangulos, y asi, la suma de los angulos interiores delgutio es la suma de los angulos de
estos n- 2 triangulos, es decifn—2) 1.

Presimase ahora que el poligono es simple, pero no convexon&es al menos uno de sus vértices tiene un
angulo reflejo, ya que el poligono no es convexo. Un rayo endmdesde este vértice debera chocar con otro
vértice creando una diagonal interior, porque de otro motipa@igono tendria area infinita. Esta diagonal divide
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al poligono en dos sub-poligonos. O bien ambos sub-polgsna convexos, en cuyo caso ya se termina la
demostracion por induccion, o bien, al menos uno de ellosonesl En el Ultimo caso, se divide a este sub-

poligono en dos regiones, etc. Este procedimiento debemdirtar eventualmente en formando un triangulo, ya

que el nimero de vértices es finito.

Segunda demostracion: Seanéb, 1 < k < n las medidas de los angulos internos del poligono. Al vigjar
sentido dextrogiro por el perimetro del poligono, comegizadesde un punto que no es un vértice, se hace un
giro de T— 6 una vez pasado el k-ésimo vértice. Cuando se llega al punginal, se ha dado una revolucion

completa. Asi
n

> (m—6)=2mr = Y 6=mn-2).
k=1

k=1
O

554 Definicién (Angulos externos de un poligono) Si se extiende un un lado de un poligono simple, el angul®sugrhta-
rio al angulo del vértice es é@ngulo externalel poligono.

La siguiente asercién es evidente, pues al moverse a tradés dngulos exteriores de un poligono se ha dado una réoluc
555 Teorema La suma de los angulos externos de un poligonolddos es dos angulos llanos (3602 radianes).

556 Definicién (Poligono regular)  Un poligono regular es aquél cuyos lados son congruentegg@ngulos son congruen-
tes.

La siguiente asercidon es entonces obvia.
. . . . . n—2)180¢ m(n—2 .
557 Teorema La medida de un angulo interior de un poligono regulagr—esn)i 0 % radianes.

558 Ejemplo En la figura adjunta (figurd.22), AB I EF. Hallese la suma de angulos

ABC+ BCD-+ CDE + DEF.

»Resolucion: Tracese una recta perpend|cular a ambas paralelas, coma éigura7.23 Como la suma de los
angulos interiores de un hexagonodssy cOmoFAB+ EFA= T, se tiene

EB\CwL B/C\D+C/D\E+D/E\F = 41— 1T=31.

Figura 7.22: Ejempl&58. Figura 7.23: Ejempl&58
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559 Definicion (Arco) Dos puntosA 'y B en la circunferencia de un circulo dividen al circulo en dadgs, llamadaarcos
denotado poAB.

Hay ambigliedad al nombrar arcos. Normalmente se refer@@&alnombrado en sentido levogiro, haciéndose notar sadesd
con el simbolaD.

560 Definicion (Cuerda) Dados dos puntos en la circunferencia de un circulo, el segnue recta que los une es llamado
cuerda Una cuerda que pasa por el centro del circulo se lldidmetro Un segmento desde el centro del circulo hasta la
circunferencia, esto es, la mitad de un didmetro se lled.

561 Definicién (Angulo central)  Un angulo cuyo vértice es el centro del circulo y cuyos ladwos lados del circulo, es
llamadoangulo central

562 Definicion (Angulo periférico)  Un &ngulo cuyo vértice esta en la circunferencia del cirguloyos lados son cuerdas es
llamadoangulo periférico o inscrito en el circulo

563 Definicion (Tangente a un circulo)  Una tangente es una recta que pasa por s6lo un punto de |afeirencia.

564 Definicion (Secante a un circulo)  Una secante es una recta que pasa por dos puntos de unaetieCizid.

& @ @ O

Flgura 7.27: Angulo periférico

Figura 7.24: ArcoAB. Figura 7.25: Cuerd{aAB Figura 7.26: Angulo centrdOA BCA

Se utilizara el siguiente resultado, de facil demostracion

565 Presuncion Una recta perpendicular en su extremo a un radio de un cilews tangente al circulo. Reciprocamente,
una tangente a un circulo es perpendicular al radio trazeslbecel punto de contacto.

Se desarrollaran ahora una serie de resultados Utiles amdade angulos.

566 Teorema La medida de un angulo periférico es la mitad de la medidardgila central que subtiende el mismo arco.

Demostracion: Se dividira la demostracion en tres casos: (1) cuando unaddddos es un didmetro, (I1) cuando
el centro del circulo esté en el interior del &ngulo, (lIl)ando el centro del circulo esta en el exterior del &ngulo.
Véanse las figuras.28 7.29y 7.3Q

En el primer caso, eNOAB es is6sceles en A, ya que OA y OB son radios. Asiﬁ@& OBA. Por ser angulo
exterior al AOAB,

COB— BAC+ OBA —> aB:CTOB.
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En el segundo caso, utilizando el primer caso,

COD+ DOB COB

CAB=CAD+ DAB=
* 2 2

Para el tercer caso se utiliza el primer y el segundo caso:

DOB DOC COB
2 27

CAB=DAB—DAC=

A A
Figura 7.28: Teorem&66. Figura 7.29: Teorem&66. Figura 7.30: Teorem&66. Figura 7.31: Corolario Figura 7.32: Corolario
Caso I. Caso Il. Caso lll. 567. 568

Los siguientes corolarios son ahora inmediatos.
567 Corolario Dos angulos periféricos que subtienden el mismo arco sograentes.

568 Corolario Un angulo periférico que subtiende a un semicirculo es unléamgcto.

A
B B {
/ Vv A
P
A B

P A
Figura 7.33: Teorema69. Figura 7.34: Corolari®70. Figura 7.35: Teorema71l Figura 7.36: Teorema72

569 Teorema El angulo entre una tangente a un circulo y una cuerda esdal ol angulo central subtendido por la cuerda.

Demostracion: En la figura7.33 tracese el diametrBV]. Por lo tanto[BV] L [PB]. Asi,

_ . BOA

— T —
PBA= - —-ABV=—-—-A0V=
2 2

NS
NI =

como se tenia que demostrar.

570 Corolario Tangentes trazadas desde un punto exterior hasta un csaukmongruentes.




106 Capitulo 7

Demostracion: Se sigue de inmediato de la congruends®PB= AOPA.[

571 Teorema El angulo entre dos cuerdas intersecandose dentro de gnaferencia es el promedio de los angulos centrales
de los arcos subtendidos.

«— «—
Demostracion: En la figura7.35 sea X=AA NBB'. Se tiene que demostrar que

__ AOB AOB
AXB= OE
2 T2

AhoraAXB es suplemento del angulo exterior del triangala’X B, extendiendo el ladpA’X] hasta A. Asi

—

AXB = m—(XAB+XBA)

— n—(,@\B/HB/B/\N)

terminando la demostracionml

572 Teorema EI angulo entre dos secantes intersecandose fuera de anafeirencia es el promedio de la diferencia de los
angulos centrales de los arcos subtendidos.

> >
Demostracion: En la figura7.36 sea X= AA NBB'. Se tiene que demostrar que

. /
AXB_ AOB®) AOB’.

N
N

Del APAB,

PAB = 1 (PAB+PBA)

= T (AT-A\B-FB/I-B\A)
. AOB  AOB
- 2 2
AOA — BOB
= m— | —— +AOB+ ——
2 2
_ . (AoB _ AOB
- 2 2
_ AOBO AOB
T2 2

terminando la demostraciomnl

573 Definicién  Un cuadrilatero se llameiclico si sus cuatro vértices yacen en un circulo.

574 Teorema El cuadrilatero simpl@&BMN es ciclico si y s6lo si sus angulos opuestos son suplemesitari
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Demostracion: Si ABMN es ciclico, la asercion es clara, ya q@k?B yAﬁ/I\B subtienden, o bien el mismo arco
del circulo, o bien, arcos complementarions. Véase lasdigiu37y 7.38

Presiimase ahora que los angulos opuestos del cuadrilatBiMM son suplementarios. Tracese un circulo cir-
cunscrito alAABM de centro O. Se demostrara que N también yace en estéociBausupondra que N esta fuera
tanto como dentro del circulo y se obtendra una contradiceid cada caso.

Presimase primero que N esta fuera del circulo circunsaitd\ABM, como en la figurd.39 Obsérvese que
ABM yBOA juntos subtienden la circunferencia entera y lue§BM+ BOA= 2rt. Por hipétesis y en considerando
los angulos periféricos,

T = ABM-+MNA
e 1 1 —
= ABM+ 5A0B-5QOP
1.—
- nm—=QOP
T 2Q

Lo anterior es una contradicciéon, a menos qQOP = 0, esto es, a menos que N pertenezca, en efecto, a la
circunferencia.

Finalmente, presimase que N esta en el interior del cirdalogomo en la figuraZ.4Q En este caso también se
tendra2ABM+BOA= 2, y asi

m = ABM+MNA
11—
= ABM+§QOP+§BOA
= n+%Q/O\P,

de donde se colige qu@aP: 0, dando nuevamente la demostraciéh.

M B M
N N P
"N
B M ) B
A A A
Figura 7.37: Teorema74. Figura 7.38: Teorema74. Figura 7.39: Teorema74. Figura 7.40: Teorema74.

575 Teorema (Miquel) En el AABC seanP, Q, R puntos sobre los ladd8C], [CA], [AB], respectivamente. Entonces los
circulos circunscritos de los trianguldsARQ ABPR ACQP pasan por un punto comun.

Demostracion: Sean T# R el (otro) punto de interseccidn de los circulos circuntesrde los trianguloNARQ
y ABPR. Por la colinealidad de los puntos involucrados,

T/Q\A: nfC/Q\T, TRB= rrfA/R\T, TPC=m—BPT.
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Porque los cuadrilateros involucrados son ciclicos,
T/Q\A: m— @', TRB= 11— BPT.
Se deduce que

TPC = m—BPT

— m-ART
= nfT/Q\A
~ n-CQT

y por consecuencia el cuadrilatero CQPT es ciclico, de dohdd circulo circunscrito delACQP pertenece.
Véase la figurar .41.0

A
Q
B

N Q P

BN “c ¢ A
S
D
R
Figura 7.41: Teorema7s. Figura 7.42: Ejempl&76. Figura 7.43: Ejempl&77.

576 Ejemplo El circulo de centr® es tangente a la reckG e D,ala rectaAH enE yala rectaBC enF, como en la figura
7.42 SIHAG = a, hélleseBOCen términos der.

»Resolucion: Obsérvese quA/Ii) y queA/E\O son rectos.

Ahora, [AQ] biseca alHAG y asiDAO = %, DOA = gi . Como|[BD] y [BF] son tangentes al circuldOB]

biseca alDOF. Luego

— DOA 1/m «a
B0F=—-=3(3-3)
, — T a
El &ngulo buscado es por lo tang)BOF) = > % |

577 Ejemplo (Canada, 1975) Se toman cuatro puntos “consecutivés’B,C,D en una circunferencia. Los puntBQ,R,S
de la circunferencia son, respectivamente, los puntosaseidi los arcodB, BC,CD, DA. Demostrar qu&€R L QS
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»Resolucion: SeaPRN Sé: T como en la figureZ .43y sea O el centro de la circunferencia. Obsérvese que
PBQ yRDS juntos comprenden la mitad de la circunferencia. DEIT S,

PTS = m—(PST+SPT)
= m—(PSQ+SPR
1, — —
= 3 (POQ+ROY
= T— é T
m
2 3
mostrando la perpendicularidad de las rectas

578 Ejemplo Dos circulos se intersecan &ry B. El puntoP viaja alrededor de uno de los circulos. Las re®Ay PB se
extienden de tal manera que corten al otro circul@ grD, respectivamente. Demuéstrese que la longitud de la c@ddss
independiente dB.

»Resolucion: Es suficiente demostrar qﬁb/ﬁ) es constante, como en la figutal4d Pero esto se desprende de
CAD=APB+ADB

y de que estos ultimos dos angulos son constasmtes.

D
Figura 7.44: Ejempl&78.

579 Ejemplo Tres circulos congruentes pasan por un punto coRamtersecandose en los pun®sU, V y W como en la
figura7.45 Demuéstrese quees el ortocentro dehUVW.

»Resolucion: Sean AB,C los centros de los circulos, véase la figurda Note que AVCP y BWCP son rombos
y por tanto, paralelogramos. Luego AMBW y asi, AVW B es un paralelogramo.

Ademas PU es una cuerda comun de los circulos con centro enyAagB perpendicular a AB. Luego pues, lo es
también a VW. De manera semejante se demuestra que BW y PW_ UV, de donde se obtiene el resultado.
|

580 Ejemplo SeanA, B,C puntos colineales. Constrayanse circulos con didmetrddeACy BC. SeaD un punto en el arco
ACtal queAD L ACy seaEF la tangente comUn a los arcABy BC. Demuéstrese qUBE FD es un rectangulo. (Figura47.)

1;Rectal?




110 Capitulo 7

»Resolucion: Relajese la condicion AC BD y permitase a D recorrer el semicirculo AC. Sea Sekfnter-
seccion de AD con el semicirculo AB, y sédaFinterseccion de DC con el semicirculo BC. Sean M y N losgaint

medios de AB y BC respectivamente. CABE = AE'B = BF'C = 90°, BE'DF’ es un rectangulo. Se tiene
EBD=BEF  F'BD=BFFE.

El AME B es |sosceles aNIBE/ ME’B De igual manera/ANBF’ es |sosceles a$ilBF/ NF'B. Por lo
tanto MBD = ME'F’ y NBD = NF/E’. Si MBD = ME'F’ = 90° entoncesME'F’ = NF'/E/ = 90°, 0 en otras
palabras, EF’ es tangente a ambos semicirculi8 yBC, y entonces E- E/, F = F'. Se concluye que BEFD es
un rectangulo«

- & aaa

Figura 7.45: Ejempl&79. Figura 7.46: Ejempl&79. Figura 7.47: Ejempl&80.
Tarea
A B C D
581 Problema En la figura7.48 ambos tridngulos son equilateros. Hallese la medida I:I:I:I
dex, en grados. H G F E

Figura 7.49: Problema84.

585 Problema Se remueve de una pared un ladrillo que tiene forma poligeuailar.
Se observa que si el ladrillo sufriese un giro dé d@e 60 en torno a su centro, cabria
otra vez en el hueco original. { Cudl es el menor nimero de Beleste poligono?

75 65° PN
586 Problema Hallar la suma de los angulos de los vértites B4+ C+ D+ E de la
estrella de cinco puntas de la figut#Q
Figura 7.48: Problema81 D
582 Problema ¢ Qué angulo forman las agujas del reloj a cuarto para lasZinc E C
583 Problema DEFG es un cuadrado que se ha trazado fuera del pentagono rdgular A B

ABCDE ¢ Cuanto mid&€AF en grados? Figura 7.50: Problem&a86.

584 Problema Tres cuadrados idénticos se construyen consecutlvammltm en la] 587 Problema ElI AABCes isésceles ef. SiP es el punto medio del segmeri#B] y
figura adjunta (figurd.49. Calculese la suma de angul@@H + ADH si AP = PB = BC, demostrar quBAC = 7—51
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588 Problema (AHSME, 1978)  En la figura7.51,AA;AxAs es equilatero YA, . 3 es el Figura 7.52: Problema92

punto medio del segmenté, A, 1] para todo entero estrictamente positiv®emostrar
UeAgiAsshas = 2

q 6= 3 As

593 Problema  En la figuraAB — BC = CD = DE — EF — FG — GA Hallar DAE

A1 A4 AZ A
B D

Figura 7.51: Problemag8. Figura 7.53: Problemaga

589 Problema Dos circulos de radios desiguales son tangentes extertaerer| pun-
to A. Una tangente exterior comun toca al circulo de menor radiB ¢ al circulo de

radio mayor erC # B. Demostrar qus//-E:: 7—2T

594 Problema ABCDEF en la figura7.54 es un hexagono convexo equiangular. De-
mostrar que

AB—DE =CD—FA=EF—BC.
590 Problema Dos circulos se intersecan en dos puntos. Demuéstrese mpedajue

une los centros de dos circulos que se intersecan es bigemaldacuerda comun de lop
circulos.

591 Problema Un circulo esta inscrito en el trianguldABC, siendaD, E, F los puntos
de tangencia a los laddaBJ, [CA] y [BC] respectivamente. Demostrar que A B

BD= = (AB+BC—CA).

NIl =

592 Problema Un circulo es inscrito en el triangula ABC, rectangulo ei€, como en
la figura7.52. El circulo es tangente a la hipotenugeB] en P, en dondeAP = 20 y
BP = 6. Hallar el radio del circulo. B

P E D

Figura 7.54: Problemad4.

A C
7.2. Congruencia de triAngulos y desigualdad del triangulo
Los siguientes resultados auxiliaran en el desarrolloadeatde esta seccion.

595 Teorema (Desigualdad del triangulo)  En todo triangulo no degenerado, la suma de las longitudesaesquiera dos
lados es mayor que la longitud del tercer lado.

Demostracion: En lafigura7.55 AB+ AC > BC ya que una linea recta es la distancia mas corta entre dotogu
en el plano]

596 Ejemplo SeaM un punto en el interior dehABC. Demostrar que
AB+AC > MB+ MC.
En consecuencia, Biel perimetro deNABC, demostrar que

AM+BM+CM < P.
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»Resolucion: Sea N el punto en el cuBM corta al[AC). Entonces
AB+AC=AB+AN+NC>BN+NC=BM+MN+NC>BM+MC,

demostrando la primera asercién.

De manera semejante se puede demostrar que
BA+BC> MA+MC, CA+CB>MA+MB.

Asi pues,

AB+AC>MB+MC, BA+BC>MA+MC, CA+CB>MA+MB = 2(AB+BC+CA) >2(MA+MB+MC)

— AM+BM+CM<P

<
A
A % P& C
D
A i
B C
E
=
Figura 7.55: Teorema9s. Figura 7.56: Triangulos congruentes.

597 Ejemplo SeaP el perimetro deNABC. SiM es un punto en el interior del triangulo, demostrar que

p
5 <AM+BM+CM <P,

»Resolucion: Del AMAB se tiene

AM+BM > AB.
Del AMCA se tiene

CM-+AM > CA
Del AMBC se tiene

BM-+CM > BC.

Sumando,
P
AB+BC+CA< 2(AM+BM+CM) — > <AM+BM+CM.

La segunda desigualdad se obtiene del problema antedior.

598 Ejemplo Seara, b, c las longitudes de los lados de un triangulo. Demuéstrese que

a b c

2.
b+c+c+a+a+b <
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» Resolucion: Se tiene

a b c B 2a 2b 2c
bic cta atb _ (brotbic (crat(cta)  (atb)+(atb)
2a 2b 2c
< afr(bro "bricra criarp
2(a+b+c)
- a+b+c
- 2

<

599 Definicion (Mediatriz de un segmento de recta) La mediatrizde un segmento de recta es la recta que pasa por el punto
medio del segmento y es perpendicular a éste.

600 Teorema Si se erige una perpendicular desde el punto medio de un s¢égoherecta entonces
O cualquier punto en la perpendicular es equidistante dextasmidades del segmento de recta.

O cualquier punto que no esté en la perpendicular esta a diagsahesiguales de las extremidades del segmento.

Demostracién: Presimase que en la figura57, [CD] L [AB], donde D es el punto medio d&#B] y sea E
cualquler punto edCD]. Sobrepdéngase ahoraBDE enAADE utlllzando[DE] como eje de simetria. Se tiene

BDE = ADE ya que ambos son angulos rectos. EntorBEs:ommde comD. Por hipétesis BB= AD y asi, al
doblar, A cae sobre B. Pero esto quiere decier que las r@tﬁyAE coinciden y por lo tanto AE BE.

En la figura7.58 presumase que CD AB, que D es el punto medio del segmeitB] y que F esta fuera de la
<
rectaCD. Como una recta es la distancia mas corta entre dos puntos,

BE+EF > BF.
Pero BE= AE en virtud de1, de donde
BE+EF >BF — AF =AE-+EF > BF,

completando la demostracion.

e C
E g
A - B
D
Figura 7.57: Teorem@&00. Figura 7.58: Teorem&0Q.

Los siguientes corolarios se deducen facilmente.

601 Corolario Todo punto que equidista de los extremos de un segmento @ey@e en la mediatriz de este segmento de
recta.
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602 Corolario Dos puntos equidistantes de los extremos de un segmentatdedeterminan la recta perpendicular a este
segmento de recta que pasa por el punto medio del segmergotde r

603 Corolario Si se trazan rectas desde cualquier punto de la mediatrind®gmento de recta hasta los extremos éste
entonces

O las rectas hacen angulos iguales con el segmento de recta.

O las rectas hacen angulos iguales con la perpendicular.

Demostracion: Sobreimpongas@&BDE en AADE en la demostracion del teorerf@Q LuegoE/AE): EBD y
AED=BED.O

604 Definicion Los triangulosAABCy ADEF se dicercongruentesdenotado poNABC=2 ADEF si existe una correspon-
dencia tal que sus lados correspondientes y &ngulos cormgigmtes sean iguales.

En la figura7.56se tieneAB = DE, AC= DF, BC=EF,A=D,B=E, C=F y por lo tantoAABC= ADEF.

605 Teorema (Criterio LAL)  Si dos de los lados de un triangulo y el &ngulo comprendidepims dos lados son congruentes
a los lados y al angulo homadlogos de otro tridngulo, ambésgtilos son congruentes.

Demostracion: Presumase que en la figuras9se tiene AB= DE, AC= DF yA D. Sobreimpéngas& ABC
sobre ADEF de tal manera qué y D coincidan, que el segmentaB] caiga sobre e[DE] y que ellAC] caiga
sobre[DF]. Como AB= DE y AC= DF, B debera caer sobre E y C sobre F. Asi, el IdB&] coincide con el lado
[EF] demostrando el teorema.

606 Teorema (Criterio ALA)  Sidos de los angulos de un triangulo y el lado comprendidestois dos angulos son congruen-
tes a los angulos y al lado homologos de otro triangulo, artrBzgyulos son congruentes.

Demostracion: En la figura,7.59 prestiimase que ABDE,A=D y B = E. Sobreimpéngas@ ABC enADEF

de tal manerdAB] coincida con[DE], que A caiga en D y que B caiga en E. Cofe- D, el lado [AC] debera
caer en el laddDF] y C deberéa caer en alguna parte solid=]. ComoB = E, el lado[BC| debera caer en alguna
parte de la rectEF. Ya que C cae simultaneamente[Bf] y [EF], se sigue que debera caer en la intersecciéon
de estos dos segmentos, esto es, @n F.

A D
i . F ’ A
Figura 7.59: Teorema&05 606y 607. Figura 7.60: Teorem&07.

607 Teorema (Criterio LLL) ~ Si los tres lados de un triangulo son congruentes a los tdes laomologos de otro tridngulo,
ambos tridngulos son congruentes.

Demostracién: Presumase en la figura60que AB=DE, BC=EF, y que CA=FD. Pongase a\DEF sobre
AABF con el lado[DE] coincidiendo cordAB] y F cayendo sobre 'F Tracese el segmen{d:F’]. Por hipotesis
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[AC] = [AF] y [BC] = [BF']. Asi,[AB] L [CF'] en su punto medio, por virtud del corolari®?. EntoncesBAC=
BAF'. Pero entonce2 ABC= AABF por el criterio LAL (teoremd&05). Esto implica queAABC= ADEF. [

608 Definicion Una recta que pasa por el vértice de un triangulo se lieen@anade este vértice. La ceviana pmpiasi no
coincide con un lado del triangulo.

|:| Se adoptara la convencidn de marcar la interseccién de lzaoevcon el lado opuesto a su vértice con una
prima’, asi AA, BB, CC son cevianas. Véase la figuras 1

P
AI
B/
L— "\
A c B
Figura 7.61: Cevianas. Figura 7.62: Cevianas. Figura 7.63: Puntos menelaicos.

609 Definicion A un puntoP que yaga sobre la recta determinada por un lad@\@C se le llamgpunto menelaicode este
lado. Si el punto no es un vértice del triangulo entonces gaiato menelaic@ropio.

610 Definicién (Mediana) Una ceviana que va desde un vértice de un triangulo al pundtrdel segmento opuesto se llama
mediana

|:| Los puntos medios de los lados BC, CA, ABAABC, se denotaran respectivamente poy, Mig, Mc. Las
respectivas medianas seran entonces| 1, [BMg], [CMc] y sus respectivas medidas pok,mms y ne.

611 Definicion (Altura) La ceviana que va desde un vértice de un tridngulo y es peiqeéaidal segmento opuesto se llama
altura del triangulos.

|:| Los pies de las perpendiculares de los lados BC, CA, AB\GEBC, se denotaran respectivamente par, H
Hg, Hc. Las respectivas alturas seran entonces [gdia], [BHg], [CHc] y sus respectivas medidas pgy; g y he.

A
D C D C
: M D
o+o+o P
A B 5 N C
: (0] @)
A B A : B
F
Figura 7.64: Mediatriz de Figura 7.65: Ejempl&12 Figura 7.66: Ejempl®&12 Figura 7.67: Teorem&l3.

[AB.

2Que no puntosnelenudos
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612 Ejemplo En el cuadrad@BCDde la figura7.65 OAB= OBA= 1—7T2 Demostrar qué\CDO es equilatero.

»Resolucion: Constriayase eNAFB equilatero, como en la figura 66 Obsérvese que A© OB, ya que el

- o 5 : I .
AAOB es isosceles. AdemasO =CBO= 7—2-[7 1—7-; = 1—;[ LuegoADAO = ACBO gracias al criterio LAL, y asi
- — 5 o .
DO =CO. Por lo tanto es suficiente demostrar @A = 1—;[ ya que entoncea DAO seria isésceles y se tendria
DC = DA =DO =CO, de donde resultaria quaCDO es equilatero.

ComoAAOB andAAFB son ambos isésceles, la recta OF biseca a los éng@?z\B yA/F\B, siendo ademas la

o . — nm m 5m —~ T 7T 50 — T 7m
mediatriz del segment®C]. Asi pueAOB= T— B 8- 12 ComoDAO= > D13 ;/OAF = 1—2+ ==
T

5 i . I =
1—72T y como ademas DA AF, ADAO = AFAO gracias al criterio LAL. AsiDOA= AOF =
demostracion«

—, completando la
12 compP

613 Teorema Todo punto en la bisectriz de un angulo equidista de los lddb&ngulo. Reciprocamente, si un punto equidista
de los lados del angulo entonces yacera sobre la bisectidan

Demostracién: En la figura7.67 presimase que P esta en la bisedB del énguloA/B\C, esto es tu/BT/I =
PBN. Presimase quBM] L [AB], [PN] L [BC]. Siendo triangulos rectangulos con angulos idénticos eteipusa
idéntica se concluye queBPM =2 ABPN. Asi PM=PN.

Reciprocamente, $PM] | [AB], [PN] L [BC] y PM = PN entonceg\BPM = ABPN, siendo ambos triangulos
rectangulos con un cateto e hipotenusa iguales.

Tarea
614 Problema Demostrar que si los lados de un triangulo son desigualesirigulos| 618 Problema Considéres@ puntos verdes y puntos amarillos en el plano, satisfa-
opuestos son también desiguales y el &ngulo mayor estatoid¢sdo mayor. Reciproj ciendo que no tres de ellos son colineales. Demostrar queeseparear cada punto
camente, demostrar que si los &ngulos de un tridngulo seguedss, los lados opuestds verde con uno amarillo de tal manera que ningin segmentaise.cr
son también desiguales y el lado mayor esta opuesto al angylor.
619 Problema (AHSME 40) Véase la figura7.69En el AABC, A = 100, B = 507,
615 Problema  SeaP un punto en el interior dehABC. Demostrar qu8PC > A. C = 30°. Ademas,[BH] es una altura ¥yBM] es una mediana. Hallese la medida de
MHC. C A
616 Problema En el trianguloAABC, se traza la medianeAMa]. Demostrar que s| M
BMa = AM,, entonces el triangulo es rectangulofervéase la figurd .68 A > M
617 Problema Demostrar que en un triangulo arbitrario, la suma de la todgie las B “ C
alturas es menor que el perimetro del triangulo. A B H
Figura 7.68: Problem@l6. Figura 7.69: Problem@&19.

7.3. Trapecios y paralelogramos

620 Definicion (Trapecio) Un trapecioes un cuadrilatero en el cual al menos un par de lados sorefwexal
621 Definicion (Paralelogramo)  Un paralelogramces un cuadrilatero en el cual ambos pares de lados son paralel

622 Teorema SiABCDes un paralelogramo entonces

= los angulos opuestos son congruentes.
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= |os angulos interiores adyacentes son suplementarios.

= |os lados opuestos son congruentes.

= |as diagonales se bisecan la una a la otra.

Demostracion: Véase la figur&l.7Q Por ser angulos alternos internos a dos paralelas,
BAC=DCA DAC=BCA ABD—=CDB CBD=ADB.

Ahora,A = DAC+ BAC= DCA+BCA=C yB = ABD+CBD=CDB-+ADB= D y asi los 4&ngulos opuestos son
congruentes. Como la suma de los angulos interiores de ualgdlagramo e se tiene

2n=A+B+C+D=2A+B) — (A+B)=(C+D)=r1,

de donde los angulos interiores adyacentes son supleniesitar

Ahora, por el criterio ALAADAC =2 ABCA y asi AD=BC y AB=CD, de donde los lados opuestos son con-
gruentes.

Por la igualdad de angulos arriba establecida y por el criteNOAB= AOCD, de donde AG OC y BO= 0D,
de donde las diagonales se bisecan la una a la dfra.

Figura 7.70: Paralelogramo. Figura 7.71: Teorem&23.

En efecto, algunas de las propiedades arriba mencionadasioientes para que un cuadrilatero paralelogramo sea.

623 Teorema SeaABCDun cuadrilatero convexo. Las siguientes propiedades somamente equivalentes:

1.

2
3
4.
5

ABCDes un paralelogramo.

. un par de lados opuestos son congruentes y paralelos.

. Los angulos interiores opuestos son congruentes.

Los lados opuestos son iguales.

. Las diagonales se bisecan la una a la otra.

Demostracion: Refiérase a la figuras.70y 7.71

1 — 2 Que un par de lados opuestos son congruentes se sigue pacidefide paralelogramo. Que este par
de lados opuestos son congruentes se sigue por el tedga
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2 — 3 Presumase quAD I BC y que AD=BC. EnADBA y ABDC se t|eneADB CBD por ser angulos
alternos internos entre paralelas por la transver&. Por la misma razonABD CDB. Asi

ADB+ ABD=CBD+CDB = D =B.
De la misma manera se puede establecerf&ueé.
. PR — — . - o N
3 — 4 Enlafigura7.71, AD=A'D' yBC =B'C'. Presiimase que en cuadrilatero ABGD=C yB=D. Como
A+B+C+D=2m,
. ~ = = payd , . == S
se tieneA = m— D = m— B =C. Luego los angulos alternos internos de la transveBiala las rectasAD y

— A T e
BC son iguales, y se concluye ¢ib || BC.

Habiendo probado qué\<_l>3 I <ES_)C se obtiene entonces que los angulos alternos interrasupidos por la

diagonal[AC] a estas rectas son iguales. Luego, por el criterio AMDAC = ABCA. De aqui, AD=BCy
AB=CD.

4 — 5 Sean AD=BC y AB=CD. Los angulos verticaleBOC yB/O\A son congruentes y por tantbAOB =2
ACOD. De aqui, AG= OC y DO= OB.

5 =— 1 Supdngase AG OC y BO= OD. Por ser angulos opuestos por el vértice (CZOD AOB. Luego
ACODN AAOB B por el el criterio LAL. Lueg@AB OCD y siendo angulos alternos mternos dela transver-
sal AC se tiendC | AB. De igual maneraDOA = BOC yADOAN ABOC por LAL. Lueg(DDA OBC

y siendo angulos alternos internos de la transveBBI, se tieneAD I CB. Se concluye que ABCD es un
paralelogramo.

O

Las siguientes definiciones y presunciones son analogas.

624 Definicion (Rombo) Unromboes un paralelogramo en el cual dos lados consecutivos sgmusartes.

En efecto, es facil demostrar lo siguiente.

625 Presuncion SeaABCDun cuadrilatero simple. Las siguientes propiedades sonamgnte equivalentes:

1. ABCDes un rombo.

2. Los cuatro lados son congruentes.

3. Las diagonales se bisecan la una a la otra en angulos.rectos
4

. Las diagonales se bisecan el angulo en cada vértice.
626 Definicion (Rectangulos)  Un rectanguloes un paralelogramo en el cual al menos uno de sus angulages re
Como es bien sabido, en efecto, todos los &ngulos de un gebtéseran rectos.

627 Presuncion SeaABCDun cuadrilatero simple. Las siguientes propiedades sonamente equivalentes:

1. ABCDes un rectangulo.
2. Los cuatro angulos internos son todos rectos.

3. Las diagonales son congruentesy se bisecan la una a.la otra
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628 Definicion (Distancia entre rectas paralelas) La distancia entre dos rectas paralelas es la longitud dgeuwdaasegmen-
to perpendicular de una a otra recta.

629 Definicién (Cuadrado) Un cuadradoes un paralelogramo que es tanto un rombo como un rectangulo.

A
LM N\Me
B C
Figura 7.72: Teorem@&30 Figura 7.73: Teorem&33. Figura 7.74: Teorem@3>s.

Se utilizaran ahora los resultados obtenidos arriba paresiear varias propiedades de triangulos y cuadrilateros.

630 Teorema EIl segmento de recta que une los puntos medios de dos ladosgtd@éngulo es paralelo al tercer lado y mide la
mitad de éste.

Demostracion: Construyasé_lj | ACe intersecand®gMc en D. Por ser angulos opuestos por el vértice,M

— —— «—> —~ —

MsMcB = DMgB. Por ser angulos alternos internos de las paralef|| DB se tiene qué = McBD. Como por

hipotesis AM = McB se concluye por el criterio ALA queAMcMg =2 ABMcD. Asi, MsMc = McD y AMs = DB.
Mg

Luego BDMC es un paralelogramo. FinalmentegM¢c = — =5 O

631 Corolario Larecta que biseca a un lado de un triangulo y es paralel@ a@etsus lados, biseca también al tercer lado.

Demostraciéon: Supoéngase que en la figura72, la rectaMcF es paralela a<‘3_>C donde F es la interseccion de

. > <> . —> —
la dicha recta con el laddAC]. Del teorema&30, McMg || BC. Luego se tien®icMg || McF. Tanto My como F
yacen sobrgAC], se tiene F=Mg. O

Aplicando el teorema anterior y su corolario a los triangulbtenidos por las diagonales de un trapecio, se obtierguaiste
teorema.

632 Teorema El segmento de recta que une los puntos medios de los ladasalelps de un trapecio es paralelo a las bases
y mide el promedio de las longitudes de las bases. Dicho s#grae denomina lemedianadel trapecio. Demostrar a su vez,
gue la mediana del trapecio biseca las diagonales del fapec

Se demostraran ahora importantes teoremas de concurrencia

633 Teorema Las medianas de un triangulo concurren. El punto de conttieellamaddaricentrodivide a la mediana en
razén 2 1 comenzando desde el vértice.
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., > Nrarad . .
Demostracion: SeaAMaNBMg = O. Sean G y H los puntos medios @®4 y [OB], respectivamente. Del

AB ——— . .
teoremab30, MaMg = - y MaMg || AB y en considerando €LOAB y aplicando nuevamente el teorefi&Dse

. AB . .
tiene GH= - y HG I AB. Luego MMgHG es un paralelogramo y por el teorera?2, sus diagonales se bisecan
en O. Luego

AG =GO =GMa, BH=HO =0Mj4

de donde se deduce
2AM,p BO— 2BMg

AC=——, 3

Supongase ahora queMa NCMc = O'. Por lo arriba demostrado,

AQ = AV co = XM

37 3
Pero entonces PAM
AQ = A_AO = 0=0,
de donde las tres medianas concurrén.
C
Mg ¢ Ma
A Mc B
()
C/

Figura 7.75: Ejempl&34.

634 Ejemplo SeaP el perimetro deNABC. Entonces

3P
7 < AMa+BMg+CMc < P.

»Resolucion: Usando el teorem&33

2 2 3
AO+BO>AB = éAMA—l— §BMB > AB — AMp+BMg > EAB'
De manera semejante,

BMg +CMc > ch, CMc +AM: > gCA
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Sumando,

3 3
2(AMa+BMg +CMc) > > (AB+BC+CA) = AMa+BMg +CMc > 5 (AB+BC+CA),

deduciendo la primera desigualdad.

Véase la figurar. 75 Refléjese el punto C a través del puntg Wsea C la imagen de esta reflexion. Notese que
CMc = McC' y que por lo tanto, CAB es un paralelogramo. Como C€ 2CMc y AC = BC, se tiene

AC+AC >CC = AC+BC>2CMc.

De la misma manera,
AC+ABC> 2AM,, AB+BC> 2BMg.

Sumando,
2(AB+BC+CA) > 2(AMap+BMg+CMc) = AMa+BMg+CM: < P,

dando la segunda desigualdad.

A
C
D
E M
C, Mg
A B
F
Ma
C
Figura 7.76: Teorem@a3e6. Figura 7.77: Teorem@&37. Figura 7.78: Teorem@&3s.

635 Teorema (Varignon) SeaABCD un cuadrilatero convexo, y sedf N, O, P, respectivamente, los puntos medios de los
lados[AB], [BC], [CD] y [DA]. EntoncesMNOP. es un paralelogramo.

Demostracion: Por el teorem&30, considerandd\ACD y AABC se tiene

_CA_

MN.
2

[POI || [CAl, [MN]|[[CA,PO
Considerando\CDB y AADB se tiene
DB
[ON] || [DB],  [PM] || [DBJ,ON = —- = DB.
Se desprende que MNOP es un paralelogramo.

636 Teorema Las bisectrices de los angulos interiores de un triangulwaen. El punto de concurrencia es llamado el
incentrodel triangulo.
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Demostracion: Denétese por | la interseccién de las bisectrices anguldeks angulos de los vértices Ay B.
Se debera demostrar que IC biseca al angulo de vértice C. Bekny F los pies de las perpendiculares desde |
a BC, CAy AB, respectivamente.

Obsérvese quAIDB = AIEB y AIEA = AIFA. Se sigue que IB- |E = IF. En consecuencia)IDC = AIFC.
Por lo tanto AICD = AICF, como se debia demostrar.

|:| De la demostracién del teoren@®6, ID = IE = IF =r, digamos. Luego | es el centro del circulo inscrito en
el AABC de radio r. Véase la figura. 79

A

AN

Figura 7.79: El circulo inscrito.

Figura 7.80: El circuncirculo.

637 Teorema Las alturas de un triangulo concurren. El punto de concuoraess llamado ebrtocentrodel tridngulo.

Demostraciéon: Por cada uno de los vértices d&IABC tracese una recta paralela al lado opuesto del vértice,
y formese eNA'B'C'. Refiérase a la figurd.77. Se demostrara que cada altura d&ABC es un segmento de
recta yaciendo en una mediatriz perpendicular del'B'C’. Como ya se ha demostrado que las mediatrices
perpendiculares concurren, se sigue que en tanto las atsegntersequen, se intersecaran en un sdélo punto. Pero
gue cualquier par de alturas se intersecan en un punto eppaique no son rectas paralelas!

Se ha demostrar ahora que la altura d&8IABC en B yace en la mediatriz perpendicular d€’ALos casos de las
otras dos alturas se demuestran de manera semejante. Parait&di, la altura del AABC en B es perpendicular
AC y como, por construccion, ACA'C’, esta altura también es perpendicular &A Falta demostrar que B
es el punto medio de’@. Nétese que tanto ABB como ACBCson paralelogramos. Se sigue, como los lados
opuestos de un paralelogramo son congruentes, quie=B¥c y CB = AC. Luego B es la mediatriz déB\y queda
demostrada la aserciomnl

638 Teorema Las mediatrices de los lados de un triangulo concurren. Eigude concurrencia es llamadoogcuncentrodel
triangulo.

Demostracion: Denétense los puntos medios de los lados@CAB por My, Mg, Mc. Sea O el punto de in-
terseccion de las mediatrices perpendiculares de AB y AGieSe que demostrar que QML BC. Obsérvese
que AOBM: = AOAM, al ser ambos tridngulos rectangulos con dos catetos igudl® manera semejante,

AOBMy =2 AOCM,a. Notando angulos correspondient@sb//lﬁ = (mA\C = g ya que forman una linea recta.
Queda demostrado el teorenia.

|:| De la demostracion del teorenf88 se sigue que el circuncentro de un triangulo dado equidigtasuas
vértices. Luego, es el centro de su circulo circunscrito.

Tarea
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639 Problema  Si las medianas de dos lados de un tridngulo son iguales,siemque| gulo es isésceles.
el triangulo es isésceles.

641 Problema Si un tridngulo no es isosceles, demostrar que las bisestinternas
640 Problema  Si dos de las alturas de un tridngulo son iguales, demosieelgrian- | angulares son desiguales.

7.4. Perimetrosy areas

Se presumiran conocidos los conceptopelémetroy area En particular, se presumiran conocidas las siguientesutas.

642 Presuncion (Férmulas de perimetro de varias figuras plan as) El perimetro de un poligono es la suma de las longitu-
des de sus lados. El perimetro o circunferencia de un ciesuBior, en donde es el radio del circulo. La longitud de un arco
de circulo que subtiende un arco centrabdedianes es6.

643 Presuncion (Férmulas de area de varias figuras planas) El area de un rectangulo de ladog b unidades lineales es

ab unidades cuadradas. El area de un trapecio de bases padddtmgituca y b unidades lineales y de altureesw

. . . . ) . bh _ .
unidades cuadradas. En particularast O se obtiene que el area de un tridngulo de tegealturah es > El &rea de un
triangulo equilatero de Iad@es%sz. El &rea de un circulo de radices rr2. El &rea de un sector circular que subtiende un

; . . NG
angulo central dé radianes en un circulo de rach@sT.

|:| El area del trianguloAABC se denotara pdr\ABC.

Figura 7.81: Ejempl&44. Figura 7.82: Ejempl®45. ) )
Figura 7.83: Ejempl®@46.

644 Ejemplo Un triangulo de Reuleurs la figura obtenida al trazar arcos de raglamn centro en cada uno de los vértices
de un triangulo equilatero de ladpcada arco de 6Qcomo en la figur&@.81 Hallar el perimetro y el area de un triangulo de
Reuleux.

»Resolucion: El perimetro es la suma de los tres arcos circulares, cadamiaiiendo s-, de donde el perimetro

buscado es 3
3s(g) =TS,

El area deseada es el area del triangulo equilatero contemms tres veces el area de uno de los segmentos
circulares. El area de uno de dichos segmentos es

s V3

6 4 7
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de donde el area buscada es

+

V3 &
T_E(n_\/é)'

<

645 Ejemplo Tres circulos de radi® son mutuamente tangentes, como se muestra en la figdZa;, Cudl es el area de la
figura acotada por los tres circulos?

»Resolucion: El area buscada es el &rea del tridngulo equilatero formablarar los tres centros de los circulos
menos tres veces el area de uno de los sectores angularesdosmComo el triangulo equilatero tiene lado de
longitud2R, su area es

RPV3.

m 1 . . . . .
Como§ esé de la circunferencia, cada sector angular tiene are . Luego el &rea buscada es

<

646 Ejemplo El cuadrado de la figura.83tiene lado 1. La regidon sombreada es formada por el areaastdaje cuartos de
circulos centrados en los vértices del cuadrado. Circudggmdalmente opuestos son tangentes. Hallar el area sadabre

»Resolucion: El &rea de la figura es el doble del area en rojo. Primero se#ellradio de cada uno de los
cuartos de circulo. La diagonal del cuadrado mizte Por el Teorema de Pitagoras,

(2r)2 =12+12,

de donde = —. La regidn en rojo tiene como area el area del cuadrado mernasie los cuartos de circulos y
dos pequefios triangulos isésceles en las esquinas. Asepae= en rojo es

T (V2\° 1 V22 1 m
12'2'(7) 25(17) V257

El area de la cruz patea es luego

T
2V2-1-7.
2
<
Tarea
C
647 Problema El AABCes equilatero, de lad Dos circulos tangentes con centros fen
By C respectivamente se trazan, como en la figugal Mostrar que el perimetro ddl
area sombreada es
a+ i A B
3 Figura 7.84: Problem@47.

y por lo tanto independiente de los radios de los circulosa@rar ademas que el ar¢a

de esta region es 648 Problema (Teorema de Viviani) ~ Seahla longitud de una altura del triangulo equi-

23 latero AABCYy seaP cualquier punto en el interior del triangulo. SEB T los pies de
o _I R2 4+ r2). las perpendiculares desiehasta los lado$AB], [BC], [CAl, respectivamente. Demos-
5 (R+r),
trar que

4

en dondeRy r son los radios de los circulos. PR+PS+PT=h.
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649 Problema En el trapecicABCD, [AB] || [CD]. Se trazgMN] || [AB] conM € [AD]
y N € [BC]. Si [MN] biseca el area del trapecio, halMN.

650 Problema En la figura7.85 los seis circulos pequefios tienen radio 1 y cada
es tangente a sus dos vecinos y al circulo mayor que los emcigtual es el area de
region estrellada acotada por los seis circulos internos?

—
()
5

N

Figura 7.85: Problem@&50.

g%

651 Problema Cuatro cilindros de diametro 1 estan pegados apretadamentena
cuerda muy fina, como en la figura8& Demostrar que la cuerda tine longitud-4r.

o . - T
Demostrar también que el &rea sombreada entre los ciliedrts- 7

~~

~~
AN

Figura 7.86: Problem@&51

652 Problema El cuadrado en la figurd.87tiene lado 4. Demostrar que el area de]
rosa de cuatro pétalos mostrada es

8m—16.

La rosa es la interseccion de semicirculos de radio 2 conetiémen los lados del cug-

drado.

A

Figura 7.87: Problem@&52

653 Problema (AHSME, 1984)  Un rectangulo interseca a un circulo, como en la fig
7.88 SiAB=4,BC=5yDE = 3, hallarEF.

Figura 7.88: Problem@&53

654 Problema El puntoP esté en el interior del triangulo equilatefoABC de lado 3.
La distancia dé> a [AB] esa, la distancia dé> a [AC] es Ay la distancia dé® a [CB] es
3a. Hallara.

Lino
2655 Problema  El rectangulo en la figurd.89se diseca en nueve cuadrados. Si el cua-
drado sombreado tiene &rea 1, ¢ .cual es el area del rectangulo

Cg

C1
Cs

C7

Cy cs

Figura 7.89: Problem@&55

la

656 Problema Dos cuadrado#BCDy EHGF, ambos de lada, estan colocados en
manera tal que un vértice de uno esta en el centro del otrop eonha figura7.90 De-

2
mostrar que el area del cuadrilateedCK es % y no depende de la posicion deo
K).

r

J

D

C F

Figura 7.90: Problema?.
i

=

a

657 Problema El hexagonoABCAB'C’ en la figura7.91 esta inscrito en una circun-
ferencia, tal que las diagonalég\, BB' y CC' son diametros de la circunferencia y
[ACB] = 1. CalculafABCAB'C'].

WAVAY
VA7a

Figura 7.91: Problem@57.
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658 Problema En la figura7.92 cada una de las cuerdas divide al circulo exteriof] 369 Problema ABes un cuarto de circunferencia del circulo de ceBtoue tiene radio

dos regiones cuyas areas estan en razoB. La interseccion de las cuerdas forma Lk | os arcosDAy OB son semicirculos congruentes y de diam&riliese el &rea de
cuadrado conceéntrico con el circulo exterior e inscrito legireulo interior. Demostrar |4 regién sombreada. Véase la figita3

que la razén del area sombreada al &rea del circulo interB%es

A

Figura 7.93: Problem@&59.

Figura 7.92: Problem@&58

7.5. Teorema de Pitdgoras

Se discutira ahora lo que es quizas el mas famoso teoremdaslés matematicas.

I
C\ J'

T o
o] \
A B
—a— I a+b | —a—
Figura 7.94: Dimensiones. Figura 7.95: Pitagoras. Figura 7.96: Igual en area a la figureda

660 Teorema (Pitdgoras) La suma de los cuadrados de las longitudes de los catetostdéngulo rectangulo es igual a la
longitud del cuadrado de la hipotenusa.

Demostracion: Se presentaran varias demostraciones aqui, casi todagdbaasen la diseccion de figuras. En
todas las figuras utilizadas se presumira que los catetosméich con b< ay que c es la medida de la hipotenusa,
como en la figura .94

La primera demostracion es atribuida al mismisimo Pitdgofan la figura7.95 el cuadrado mayor tiene area
2 . . . - . . . .ab
(a-+b)2. El cuadrado interno azul tiene are&.cCada uno de los triangulos rectangulos amarillos tleneaal?.
Luego
2_ 2 ab 2 122
(a+b) =c"+4 > = a"+b"=c"
El célculo algebraico efectuado se puede ver geométricéamm un reordenamiento de las piezas, como en la

figura7.96 ya que ambos cuadrados tienen la misma &rea y descontasttidogulos amarillos, el area azul del
uno es la suma de las areas rojas del otro.

La segunda demostracién es atribuida a Bhaskara. El cuamiradyor en la figura’.97tiene area é. Este esta
compuesto de cuatro triangulos rectangulos, cada uno da %pey de un cuadrado magenta, de area—b)?.
Luego

= (a—b)2+4<a7b> = Z=a’+b?
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dando de nuevo el teorema.

La tercera demostracion es atribuida al presidente yanamds A. Garfield. El trapecio en la figura98tiene
basesay by altura @b, de donde su area es

(a+b)?
>

. . RPN ¢ .
Pero el mismo trapecio puede ser descompuesto en dos ti@de area? y uno de areaE. Asi,

(a+b)? _y (a2b> c?

2 122
— a“+b°=c
5 +2:> + ,

dando otra vez el resultado.

La cuarta demostracién es una de las defdsmentosie Euclides. Primerd))ABF =2 AAEC por el criterio ALA,
ya que AE= AB, AF= AC, yBAF = BAC+ CAF = CAB+ BAE = CAE. EIAABF tiene bas¢AF] y su altura

2
desde B mide AC. Su area es por lo taégy. Por otra parte, AAEC tiene el laddAE] y altura desde C igual a

AM, en donde M= ABNCL ya: I AE. Por lo tanto, el area dehAEC es la mitad del area del rectangulo AELM.
Esto quiere decir que el 4rea AQlel cuadrado cuyos lados tienen longitud AC es igual al aretrelctangulo
AELM.

De manera semejante, el area B@el cuadrado cuyos lados tienen longitud BC es igual al ar&4LB. Final-
mente, los dos rectangulos AELM y BMLD componen el cuadrada eipotenusa ABI

G
F H
C
K
A B
E L D
Figura 7.97: Bhaskara. Figura 7.98: Garfield Figura 7.99: Euclides

661 Teorema (Reciproco del Teorema Pitagoras)  Sien el triangul@\ABC, a®+b? = ¢, entonces el triangulo es rectangulo
enC.

Demostracion: Constriyase ehXY Z tal que XZ= AC=b, YZ=BC=ayZ = 90°. ComoAXY Z es rectangulo
en Z, se puede aplicar el Teorema de Pitagoras y

XY?=XZ2+2Y? =p*+ a2 =c? = XY=c.
Luego, por el criterio LLLAXY Z= AABC, de dond€ =Z = 90°. O

Tarea
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662 Problema El AABCes rectangulo e@. SeaD el pie de la perpendicular desde fl665 Problema En la figura adjunta, los circulos son concéntriddeB| es tangente al
vérticeC hasta el laddAB]. Se inscribe un circulo de radig en el AACDYy otro de | circulo interno yAB = 20. Hallar el area del anillo sombreado.
radior, en el AADB. Si el radio del circulo inscrito ahNABCesr, demuéstrese que

— . /r2 2
r= I'1+I'Z.

663 Problema  Se inscribe un circulo de radio 2 en un cuadrado. Un circuloomele
radior es tangente tanto al circulo mayor como a dos lados del a@dentro del cua]
drado. Hallar.

Figura 7.102: Problema6s.

B

4 666 Problema  Se inscribe un circulo dentro de un cuarto de circulo, comrla égura
7.103 Si el circulo mayor tiene radi, hallar el radio del circulo menor.

Figura 7.100: Problema63.

664 Problema Dos circulos de radio 2 y de centr@sy P son mutuamente tangentes,
como en la figur&.101 Si[AD] y [BD] son tangentes, hall&D.

» A

C

D
ors
SN,

Figura 7.103: Problema6g6.

Figura 7.101: Problema64.

7.6. Proporcionalidad y semejanza

667 Definicion Unaproporciénes una aseveracion acerca de la igualdad de dos razoness&sdjmos

a C
:b: :d — = —.
a c <:>b d

Las siguientes aseveraciones son facilmente demostrables
668 Presuncién Sia:b=c:dy sin> 0 entonces,

1. (a+b):a=(c+d):c.

2. (a—b):a=(c—d):c.

3. (a+b):(a—b)=(c+d): (c—d).

4. a:b=(a+c):(b+d).

5. a":b"=c":d".

669 Teorema Considérese una serie de paralelas cortando dos rectasuSaele estas rectas, las paralelas cortan segmentos
de igual longitud, también cortaran a la otra en segmentaguaélongitud.
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Demostracion: En la figura7.104 supdngase que AB CD. Se tiene que demostrar quéBA= C'D’. Ahora
bien, en el trapecio AC®' se tiene, por hipdtesis que BBAA. Luego BB biseca a AC. Por lo tanto, también
biseca a AC' y AB' =C'D’ por el teorem&32 0

670 Teorema Una recta paralela a un lado de un triangulo que divida a sas dbs lados, los divide proporcionalmente.

Demostraciéon: En la figura7.105 supdngase que
CA_,
AB
Se tiene que demostrar que
CA
NE
Presiimase primero que=f g, el cociente de dos enteros positivos. Luego BERMB. Dividase a{C/A/] ena
partesy a[A’B’] en b partes iguales. El resultado se obtiene entonces delrtexb69.

Sir es irracional, considérese una sucesion de nimerosnabés i,r,,r3, ..., convergiendo a r y apliquese el
resultado ya obtenidal

La reciproca de este Ultimo teorema se demuestra de la mismaranque el corolarie31

671 Presuncién Si una recta divide a dos lados de un triangulo en segmentpsmionales entonces la recta es paralela al

tercer lado.
D T D T
A A c D
B B’ A A : A C
/ v/
Figura 7.104: Teorem@s9. Figura 7.105: Teorem@r0. Figura 7.106: Teorem@r2.

672 Teorema (Teorema de la bisectriz) En el AABCseaD la interseccién de la bisectriz angular deton [BC]. Entonces

BD _AB
CD AC

Demostracion: TraceseBF] || AD, como en la figurd.106 Por el teorem&70,
FC BC
AC DC’

Ahora bien, elAFAB es isOsceles en A, ya que por ser angulos alternos irgd7BA = BAD. Luego FA= AB.

Asi FC=FA+ AC= AB+ AC. De aqui,
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Y §: BD+DC:1+@
DC DC DC’
Por lo tanto,
1128, BD
AC DC’

de donde se destila el resultadal..

673 Ejemplo Los lados deNABCsonAB=c, BC=ay CA=b. SobreD € [AB], se traza una recta paraleld&C], interse-
cando alBC] enE. DesdeE se traza una recta paralel@B] intersecando dCA] enF. DesdeF se traza una recta paralela a
[CA| intersecando dBC] enH. DesdeH se traza una recta paralel&B] intersecando dCA] enl. Desdd se traza una recta
paralela dBC] intersecando dAB] enJ. HallarAGy BJ en términos d®&D =t.

»Resolucion: Como los lados paralelos de un lado del triangulo cortan adtes lados en segmentos propor-
cionales, se tiene

BD BE AF AG CH CI BJ

AB BC AC AB CB CA AB
luego BJ= AG=BD =t, de donde D y J coinciden. Ademas BEEH y AF=CI. «

Figura 7.107: Ejempl673.

674 Definicién (Semejanza) Dos figurasSy T se dicersemejantesi mediante una serie de rotaciones, traslaciones, reflexio
nes, dilataciones o contracciones se puede hacer a la urtadioton la otra. La constante de dilatacién o contracatfizada
se llamacoeficiente de homotecia o de semejaisi&y T son semejantes se escribe T.

675 Teorema (Criterio AAA)  Dos tridngulos son semejantes si y sélo si sus angulos hgo®kon congruentes.
Demostracion: Sélo es necesario mostrar la suficiencia.

Considérese el triangulA A'B'C' en dondeN = A, B = B yC’ = C. Superpéngase abA'B'C’ sobre elAABC.
Como los angulos coinciden, los lados homologos son pasl@&l resultado ahora se sigue del teoreé¥a. [

676 Teorema (Criterio LLL) Dos triangulos son semejantes si y solo si sus lados hom&kmgoproporcionales.

Demostracién: El teorema es resultado inmediato de la presunéiam]

La siguiente presuncién es ahora inmediata.
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677 Presuncion (Criterio LAL)  Dos triangulos son semejantes si y s6lo dos de sus ladosHadasogos son proporcionales
y los angulos comprendidos entre estos lados son congsuente

Las siguientes aseveraciones son ahora evidentes.

678 Presuncién  Si dos figuras tienen razon de semejanza lentonces:
1. angulos homélogos son congruentes.
2. segmentos de recta homologos llevan una razén de 1
3. areas homélogas llevan una razén dad
4

. volimenes homélogos llevan una razén da i

679 Teorema Si las recta®\By PQ se intersecan el entonces

[AABP  PM
[AABQ ~ QM’

Demostracion: Se observan cuatro casos, como en las figird§8a 7.111 Sin pérdida de generalidad presu-
mase que las areas involucradas no son degeneradas. Asi

[AABP  [AABP [AAMP] [AAMQ  AB PM AM PM

Figura 7.108: Teorem@r9. Figura 7.109: Teorem@r9. Figura 7.110: Teorem@r9. Figura 7.111: Teorem@79.

680 Ejemplo ABCDes un cuadrilatero convexo tal qDé y CB se intersecan eli; ABy DC se intersecan elo; ACy KL se
intersecan efB; DBy KL se intersecan elr. Demostrar que

KF KG

FL GL’

»Resolucion: Aplicaciones sucesivas del teore@iéd producen

KF [ADBK] [ADBK] [AKBL] CD AK [AACD] [AACK] [AACKl KG

FL [ADBU [AKBL [ADBL CL AD [AACU [AACD [AACU  GL

<

681 Ejemplo SeaP un punto en el interior deNABC. Las semirrecta8P, BP, CP intersecan a los laddC, CA, AB en los
puntosA’, B', C' respectivamente, como en la figurd 13 Demostrar que

P PB PC
AN BB CC
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»Resolucion: Se tiene
[AABP + [ABCP +[ACAP  [AABP | [ABCH  [ACAR PC PA PB

1= [AABC) ~TAABC ' [AABG | [AABG  CC | AR BB
gracias al teorem&79. «
K
D
A
B L

Figura 7.112: Ejempl680

682 Ejemplo Tres lineas rectas, cada una de ellas paralelas a los ladAA@E, concurren en el puntil (figura7.114. Si
las areas de los tres triangulos resultantes dentrad&iCson[AEKM] =R, [AMQF] = Sy [APMN] =T, demuéstrese que

[ABQ = (VR+VS+VT)2

»Resolucion: Obsérvese quUAEKM ~ AMQF ~ APMN. Entonces

R EM) S MFZ T PN
[ABO AC?’ [ABC ACZ' [ABO AC?

/[ R [ S [ T

A causa del paralelismo de rectas, EMAP, y MF= NC. Esto conlleva a

Luego

EM+PN+MF =AP+PN+NC=AC.

De esta Ultima igualdad se desprende que

/| R S T

de donde se colige, al cancelar AC y resolver pg&BC| que

[ABQ = (VR+VS+VT)2

<

683 Ejemplo En el AABC, A, B', C’ son puntos eBC, CA, ABrespectivamente tales que
AC BA CB 1

CB AC BA 3
K, L, M son las intersecciones de las rectas y CC'; BB y AA; CC' y BB, respectivamente. Si el area d&ABC es 1,
encuentre el area délKLM.
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»Resolucion: Observe que
= [AABC = [AABL + [ALBC] + [AALC].

S y[AALC) = 3s. Asi,

Si[AABL =s, por el teorem#&79, se tiend ALBC] = 3

] 3
s+§+3s_1 = s=13

. . 3
Con razonamientos semejantes se obti@gmBCM] = [ACAK] = 13 Luego

[AKLM] = [AABC — [AABL] — [ABCM] — [ACAK] = —

A !
Figura 7-1131%3mp'681 Figura 7.114: Ejempl682.

684 Teorema (Ptolomeo) SeaABCDun cuadrilatero. Entonces se cumple la desigualdad

AC-BD < AB-CD+BC:DA.

A/

Figura 7.115: Ejemplé83.

. oz ;- . =L = . . .
Igualdad ocurre si y solamente/SBBCDes un cuadrilatero ciclico simple, esto eAGiy BD se cortan en el interior del circulo.

Demostracion: Sea E el punto Unico en el plano tal q@eABE y AADC sean directamente semejantes, esto

es, que existe una homotecia directa enviadddBE a AADC. Se tiene—
AE AC

Por otra parte, se tien€AC = BAD y— =D

. BD .
sigue que CE= AC- —. De la desigualdad triangular aplicada &ABCE se tiene CE CB+ BE, con igualdad

B AB
CD AD’
, de donde los triangulo& ACE y AADB son semejantes, y se

CD

de donde BE= AB- —

AD’

si y solamente si B,E son alineados, en este orden. En reemplazando BE y CE p@aloms obtenidos, se

halla la desigualdad pedida. Igualdad ocurre siy solamen®BC = 1— ABE = 11— ADC esto es, B,C,D son

co-ciclicos en este ordenl

685 Teorema (Potencia de un punto con respecto a un circulo) Considérese un circulo de cen@®q radior y un puntoP

en el plano. Dada cualquier recta pasandofyrcortando el circulo eAy B, el productdPA- PB depende solamente &gy

del circulo y no de la recta. 3i= B se considera la recta tangente al circulden

Demostracién: Considérese cualquier otra recta pasando por P y cortanddralilo en C y D, como en la figura

7.117 Se tiene e
PAC=BAC=BDC = PDB.

Asi, los triangulosAPAC yAPDB son semejantes, de donde
PA  PC
PD PB’
de donde se sigue el resultado.
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El productoPA- PBse llama lgpotenciade P con respecto al circulo. Se tiene

(OP+r1)(OP—r) = OP?—r2.

Considérense dos circulos de centtog O, como en la figurd.118 de rayos respectivas y ro. El conjunto
{PER?:PC?—r? =PO? 13}

—
es una recta perpendicular a la re®@, como se puede verificar en utilizando el teorema de Pitaghaanada ekje radical
’ 7 . ’ . . <— . Ve
de los circulos. Obsérvese que si los circulos se cortanepuddosA y B entonces su eje radical es la re&a Si los circulos
son tangentes elventonces su eje radical es la tangente que los separa.

686 Teorema (Teorema de los ejes radicales)  Considerénse tres circulbs, I'o, I'3. Entonces sus ejes radicalis Ay, Az
son o bien se confunden, o bien concurrentes, o bien pasalelo

Demostracion: Un punto en dos de los ejes radicales tiene la misma poteociaaspecto a los tres circulos. Por
lo tanto, si dos de los ejes se confunden, también lo hacecelrte Si dos de los ejes tienen un punto en comun,
este punto yace en el tercer eje también.

A
E
B
Figura 7.116: Teorem@34. Figura 7.117: Teorem@35. Figura 7.118: Eje radical.
Tarea
687 Problema En la figura7.119 ADNBC = E y [AB] | [EF] || [CD]. Demostrar que Figura 7.119: Problema8g7.

688 Problema ABCDes un paralelogramo. El punEesta sobre la rec@D mas alla

11 N 1 deD. Se traza el segment8E], intersecanddAD] enF y la diagonal[AC] enG. De-
EF  AB CD’ mostrar que
11 1
BG BF BE
A C 689 Problema ABCD es un trapecio en el cudlB= 7 y CD = 10. SiE yace sobre
.AE BF
E [AD] y F sobre[BC], y si EB-FE = 2, hallarEF.




Tarea

135

690 Problema  El AABCtiene lados que 13, 14 y 15 unidades/EAB'C’ esta dentr(;L
del AABCcon lados paralelos @A ABCy a 2 unidades de distancia de los lados de éste.

Hallar el area deNA'B'C'.

691 Problema En el triangulo agud@\ABC, considérese la alturid@Ha] y la mediana

[AM,]. La bisectriz angular dé corta el segment@BC] enD. SIAB=11,AC=8y
my = 1, hallarMaHa.

692 Problema En la figura7.12Q AABCes rectangulo eAy AADB es rectangulo e
D. El puntoE es el punto de interseccion de los segmeéds] y [BC]. Si AC = 15,
AD = 16 yBD = 12, héllese el area d&lABE.

Figura 7.120: Problema9g2.

693 Problema (AIME, 1992)  Los puntosA’,B’,C’ estan en los ladoBC, CAy ABres-
pectivamente, deNABC. Dado queAA, BBy CC/, concurren erD y que la sumal
CO

AO BO + co =92 héllese el roducte/E BO
o~ "o Too T° P DA OB OoC"

694 Problema (Canada, 1971) [DB] es una cuerda de un circuld,es un punto sobrg
esta cuerda para el cu@E = 3 y EB = 5. SeaO el centro del circulo. UnasgE] y
extiéndaseOE] de tal manera que corte al circulo@ncomo en la figura adjunta. Dad|
queEC = 1, hallar el radio del circulo.

=
Figura 7.121: Problem@ad4.

695 Problema Se construye, exteriormente, cuadrados en cada lado defilétex
ro ABCD siendoP,Q,R,S los centros de los respectivos cuadrados. Demuéstresd
PR= QSy quePR_L QS

696 Problema En la figura7.122 ABCDes un cuadraddAN] || [LC] y [OB] || [DM].
AdemasAL = MB = 2. Hallar el &rea, en unidades cuadradas, de la region sad

cruzada dentro del cuadrado.

A

L B

Figura 7.122: Problem@96.

697 Problema En el AABC, se trazan paralelas a los lad@<C] y [AB] a través de un

puntoM que yace sobre el lad8C]. El area del paralelogramo resultantef%sdel area
del AABC. Hallar la razén en qubl divide al lado[BC].

698 Problema Un penacho triangular esta coloreado en verde (252 unifladgs (90
unidades), magenta (120 unidades), cianico (105 unidaaesyillo y azul, como en la
figura7.123 donde se presume que las cevianas concurren. ¢De cuaittadasncua-
dradas esté pintado en azul y amarillo?

Figura 7.123: Problemads.

699 Problema En la figura7.124 cada uno de los triangul@sABC, AFDC, AGECes
isdsceles. Adem&B = 3AC. El perimetro deNABCes 84D es el punto medio del seg-
mento[BCJ; E es el punto medio del segmerfaC]; F es el punto medio del segmento
[AC] y G es el punto medio del segmenteC]. Hallese el perimetro del cuadrilatero
sombread®E GF.

que Figura 7.124: Problema99.

700 Problema  En el AABC, E y F yacen sobre dlAB], conE entreAy F, como en la
figura7.125 Se satisface ademas

e

AE:EF:FB=1:2:3.
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Los puntosG y D yacen sobréCBJ conG entreC y D. Se satisface Figura 7.125: Problema00.
CG:GD:DB=4:3:2.

Si[FG] interseca alED] enH, hallar la raz6rDH : HE. 701 Problema En la figura7.126 el rectanguldABCDde areaa, P, Q y Rson los pun-
tos medios de los ladd8C], [CD] y [AD], respectivamenteéM es el punto medio del

AL segmentdQRJ. Seab el area del trianguld\APM. Hallese la fracciérg.

\l\ D Q c

A
Figura 7.126: Problema0l

7.7. Construcciones con reglay compas

Se recogen aqui algunas construcciones fundamentales.
702 Construccion Dado un segmento de recta, copiarlo.

»Resolucion: Para copiar el segment@B] en el segmento congruerQ], se observaran los siguientes pasos:

1. Marquese un punto P, que sera un extremo de la copia.
2. Pongase una punta del compas sobre A.

3. Ajustese la anchura del compas, cosa de que la otra pusstzagise sobre B. La anchura del compas es ahora
AB.

. Sin cambiar la anchura del compas, péngase una punta $adbre

. Sin cambiar la anchura del compas, tracese un arco de aéhtr

. Escéjase un punto Q sobre el arco, que sera el otro extrezhsegimento.
. Tracese unarectade Pa Q.

. Se concluye AB: PQ.

o N o 0o b~

<

703 Construccién Dado un angulo, copiarlo.

»Resolucion: El énguloC/A\B es dadoy se le quiere copiar en el éngﬂle\R.

1. Péngase P en el lugar deseado y tracese una recta a travi@sedda direccion deseada.

2. Abra el compés a la anchura de la distancia AC y sin ajustgsbngalo sobre P y tracese un arco sobre la
recta. Llamese Q al punto de interseccion de la recta y el.arco

3. Con la punta del compas sobre A, pongase el otro extremmoagbas sobre B, la anchura del compas ahora
siendo AB.

4. Sin ajustar el compas, ponga la punta sobre P y trace un sotoe la recta.

5. Pongala punta del compas sobre C y el otro extremo sobiieB]s ahora la anchura del compés la distancia
CB.

6. Sin ajustar el compas, ponga la punta sobre Q y trace unemgpando el arco previamente trazado. LIdmese
R ala interseccion de los arcos.
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7. Usando la regla, trace el segmento de rel®&).
8. Se tienéjP\R: CAB.

<

704 Construccion Dado un triangulo, copiarlo.

»Resolucion: Dado el trianguloAABC, construirAPQR, corAPQR= AABC.

1. Ponga el vértice P en cualquier lugar deseado.

Ponga la punta del compas en Ay el otro extremo en B, el cetigrde ahora una anchura AB.
Trace un arco con centro P y radio AB cerca de donde se qaigliacar el vértice Q.

Marque un punto Q en el arco. Observe que-P@B.

Ponga la punta del compas en B y el otro extremo en C, el cetigrde ahora una anchura BC.
Trace un arco con centro Q y radio BC cerca de donde se quigiecar el vértice R.

Ponga la punta del compas en C y el otro extremo en A, el cetigrde ahora una anchura CA.
Trace un arco con centro P y radio CA cerca de donde se quigicar el vértice R.

© ©® N o g~ DN

La interseccion de estos Ultimos dos arcos es el vértice R.

La construccion funciona porquePQR=2 AABC ya que PQ= AB, QR=BC y RP=CA. «

705 Construccion Dada una rectal’ y un puntoR no en(f, construir, con regla y compas, una rectgpasando poRy
Nrd
paralelaal .

«—

., > — -G =y L
»Resolucion: Sean Py Q puntos sobrke , e tal manera qu€Q= L . Para trazarPQ || RS, se observaran los
siguientes pasos:

1. Tracese una recta pasando por R y cortando a PQ en un pubttyaio que se llamara J.

2. Con el compas abierto un poco mas de la mitad de la distaewiee R y J, pongase un punto sobre J y
<> <«
tracese un arco cortandolQ en Ay aRJ en B.

3. Sin cambiar la anchura del compas, coléquese una punteaepas sobre R y tracese un arco, tal como en
<~
el segundo paso, cortandoRdJ en B,

4. Ajustese ahora el compas tan ancho como la distancia AB.

5. Péngase una punta del compas sobtelBacese un arco ahora que cruce el arco existente de cengo &t
punto S.

, Ry

6. Tracese la rectd&rS
<——> <~
7. PQ| RS.

La construccion funciona porque la igualdad de los angUMSpondienteﬁS= BJA. <

706 Construccion Construir la mediatriz de un segmento.

»Resolucion: Para trazar la mediatriz del segmeni®Ql, se observaran los siguientes pasos:

1. Péngase una punta del compas sobre P.
2. Abra el compas a un poco mas de la mitad de la distancia &yre).
3. Sin cambiar la anchura del compas, tracense arcos pomeagi por abajo del segmento con P como centro.
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4.

5.

Sin cambiar la anchura del compas, pero ahora con Q comt@enacense arcos por encima y por abajo
del segmento, cortando al previo arco superior en Ay al anderior previo en B.

L, <>
Tracese la rectdAB

6. AB es la mediatriz dePqQl.

La construccion funciona ya que PAQB es un rombo con diagshaB], [PQl y las diagonales de un rombo son
mutuamente perpendiculares.

707 Construccién Dada una recta y un punto sobre ella, erigir una perpendiautrecta desde el punto.

»Resolucion: Se erige sobre el punto K de la reo?B, una recta perpendicularéTﬁ pasando por K.

1.
2.

Abra el compas a una anchura promedio, en realidad no itgpauanto.

Sin cambiar la anchura del compas, marque dos arcos erctaren ambos rayos terminando en K, cortando
<>
aAB en Py Q. Note que Py Q equidistan de K.

. Ensanche el compés hasta casi el doble de su actual anchura

4. Con centro en P marque ahora un arco encima de K.

<

. Sin cambiar la anchura del compas, ponga una punta del ésrapbre Q y marque ahora un arco encima K

con centro en Q. Este arco interseca ahora el arco previo @niro en P en el punto R.

— <>
. Una ahora K con R. Entonc&R L AB.

708 Construccion  Construir una perpendicular a una recta que pase por un fuerede la recta.

.. < ., . <
»Resolucion: Sea R el punto externo a la recd. Se construira una perpendiculard desde R.

1.
2. Abra el compas a un poco mas de la mitad de la distancia daR.a
3.
4

<

Poner una punta del compas sobre R.

Trace dos arcos con centro en R soBi a entrambos lados de R, intersecandsiaen P y Q.

. Con la misma anchura en el compas, trace dos arcos uno gtro@n P y otro con centro en Q, intersecan-
dose en S.

“—> ) —>
. LarectaRS es la perpendicularaB buscada.

709 Construccion Dividir a un segmento de recta ersub-segmentos congruentes.

»Resolucion: Para dividir el segment@AB] en n partes iguales:

1

. Desde el punto A, dibujése una recta en un angulo agudols®@ymento de recta. La inclinacion exacta de
la recta no importa en tanto el &ngulo sea agudo.

. . 1 .
. Pongala punta del compés en el punto Ay abra el compéas amgtauaa un poco menor qur?de la longitud
del nuevo segmento de recta.

. Comenzando desde A, trace n arcos consecutivos sobrewd segmento, creando n puntos sobre ella. El
centro del k-ésimo arco es elkl-ésimo punto. Llamese al dltimo punto C.

. Con el compas abierto a la anchura BC trace un arco con cesitrA debajo de A.

. Con el compas abierto a la anchura AC trace un arco centr€eéntersecando al arco del paso anterior.
Llamese D al punto de interseccion.




Construcciones con regla'y compas 139

6. Trace el segmeni{®B].

7. Usando la misma anchura que la utilizada para trazar arensl segmento AC, tracense ahora h arcos
consecutivos comenzando en D a lo largd0B].

8. Unanse los puntos correspondientes a lo largdAfd y [DB].
9. Esto divide dAB] en n partes iguales.

<

710 Construccién Dado un angulos, construir su bisectriz angular.

»Resolucion: Se desea bisecar al AnguRR.

1. Ponga el compas sobre el vértice Q del angulo.
2. Ajuste el compds a una anchura promedio. La anchura exaxtmporta.

3. Sin alterar la anchura del compas, trace un arco en cad@mdgl angulo, intersecando al rajJ@QP[ en Ay
al rayo [QR en B.

4. Ponga la punta del compas en Ay trace un arco en el intebadgulo. Haga ahora lo mismo poniendo la
punta en B. Llame a la interseccién de los arcos el punto S

5. Trace unarecta desde el vértice hasta el punto de intei&edle los arcos.
6. [QY es la bisectriz buscada.

La construccion funciona porqueQAS= AQBS, ya que QA-QB, AS=BS, QS=QSy porlo tantd@: B/Q\S.
<

711 Construccion Construir el incentro e el circulo inscrito de un triangudald.

»Resolucion: Dado el AABC construir I, el centro de su circulo inscrito y r, su radio

1. Construya las bisectrices de dos de los angulos del tréogutilizando la construccionl0. La interseccion
de las bisectrices es el incentro I.

2. Desde I, construya una perpendicular a cualquiera deddes, digasAB], utilizando la construcciom08
El punto de interseccidn de esta perpendiculary el lado sedgnara L. Entonces+ IL.

3. Tracese el circulo de centro | y radiorr.

<

712 Construccion  Construir el circuncentro y el circuncirculo de un triargdado.

»Resolucion: Dado el AABC construir O, el centro de su circuncirculo y R, su radio.

1. Escogiendo cualesquiera dos de los lados, constriyasethatriz de cada lado, utilizando la construccion
706
2. Sea O el punto de interseccion de estas dos mediatrices.

3. Pdéngase la punta del compéas en O y el otro extremo en cwalgéitice del triangulo, por ejemplo, en A.
Entonces R= OA.

4. Tracese el circulo de centro O y radio R.

<

713 Construccion Dado circulo, hallar su centro.
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» Resolucion:

1. Con unaregla, tracense dos cuerdas, tan paralelas compasible, en el circulo.
2. Construya la mediatriz de cada uno de las cuerdas, utitizala construccion06.
3. El punto de interseccién de las mediatrices es el centraidmulo.

<

714 Construccion Dado un punto fuera de un circulo y un circulo, construirdagjentes al circulo desde el punto.

»Resolucion: Se considera un circulo de centro O y un punto P fuera del kdrcu

1. Tracese el segmento OP.
2. Hallese el punto medio de OP. LIamese M a este punto medio.

3. Tracese el circulo con centro M y radio MO. Observe qued@stealo interseca al circulo de centro O en dos
puntos, que se denominaran Ay B.

4. Ay P son los puntos de tangencia desde P.

La construccién funciona porqu&POA es rectangulo en A \POB es rectangulo en B. Asi el radio OA es
e

perpendicular a la rectdPA y por lo tantoPA es tangente al circulo de centro O. Se arguye de la mismanmaan
para el punto B«

715 Construccién  Construir las tangentes mutuas de dos circulos.

»Resolucion: Considérense circulos de centro J,yOde respectivos radios R|.ARPresimase que RR y en el
caso contrario, cambiense los roles de O’y O

1. Constrayase un circulo de centro O y radie-R.

2. Utilizando la construccioii 14, construir tangentes a este circulo.

3. Se desplazan ahora estas tangentasiRiades arriba y abajo de los centros. Esto resultara entdogentes
externas a los circulos originales, que existen si OQR—R.

4. Se construye ahora un circulo de centro O y radie R.

5. Utilizando la construcciéfi14, construir tangentes a este circulo.

6. Se desplazan ahora estas tangentagiRiades arriba y abajo de los centros. Esto resultara entdogentes
internas a los circulos originales, que existen si'OGCR+R.

<

716 Construccién  Construir la cuarta proporcional de tres segmento de rectasd

»Resolucion: Dados segmentos de longitud a, b y c, se quiere hallar x tal que

X a

c b
1. Construya dos rectas suficientemente largas formandagolé conveniente, intersecdndose en un punto,
gue se denominara O.
. Enunade las rectas, localicése un punto A tal que-C#
. En la misma recta, localicése un punto B tal que-AB.

. En la otro recta, localicése un punto C tal que 6.

g b~ WODN

. Unase Ay C, formando el segmefAg)].
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6. Usando la construccior05 constriyase una paralela [&C|] pasando por B. Esta recta intersecardg
en un punto, que se denominara X.

7. TracesdBX].
8. Setiene x> CX.

La construccion funciona gracias al teorerf@9 «

717 Construccion Dados un segmento de longitag otro de longituch construir un segmento de longitwéab.

» Resolucion:

. Sobre una recta, escojase un punto arbitrario O. Locakcén punto A tal que OA a.
. Localicése un punto B tal que ABb.

1

2

3. Localicése el punto medio M del segmel@8d]. Tracese un semicirculo de centro M y radio MO.
4

e . =2 - s e . e
. Erijase una perpendicular@B en A. Esta recta intersecard al semicirculo en un punte,sgudenominara
X

5. AX=ab.

Tarea

718 Problema  Construir un tridngulo equilatero con regla y compas, sotaitud de| 719 Problema Dada una recta y dos puntos del mismo lado de ella, constrifraulo
sus lados es dada. que pase por los dos puntos y tangente a la recta.

7.8. Repaso de Trigonometria

C
-
C \
C
\./
c b a
b a
A 3 B
A\ B 7 5 L] 4
A c A c B

Figura 7.127: Notacion para triangulos. Figura 7.128: Triangulo rectangulo.

Dado el trianguld\ABC, la medida del segmento opuesto al vértice se indicara comlascula del vértice correspondiente.
Asi pues, la medida del segmeriéd] esAB = c, la del segment@C] esBC =ay la del segmentdCA esCA= b, como se
indica en la figur&.127 Tanto el angulo en el vértidé como su medida algebraica se indicaraypor
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720 Definicion Se AABCun tridngulo rectangulo e, como en la figur&@.128 Se definen entonces las razones trigonomé-
tricasseno, coseno, tangente, secante, cosecante y cotanfgidteguloB de la manera siguiente:

longitud del cateto opuestofa

longitud de la hipotenusa

A longitud del cateto adyacentd3a
cosB = . : =
longitud de la hipotenusa

anB  — longitud del cateto opuestola
longitud del cateto adyacenteéa

cscB = longitud de la hipotenusa B
- longitud del cateto opuestoéa B

sed — longitud de la hipotenusa
- longitud del cateto adyacente@a B

colf = longitud del cateto adyacentdBa
longitud del cateto opuestoBa

seB =

TlOo 0Ol Tl olocolio vlT

Las razones trigonométricas del angGlee definen de manera semejante:

A longitud del cateto opuesto@&
serc = . g =
longitud de la hipotenusa
A longitud del cateto adyacenteCa
cox = - , =
longitud de la hipotenusa

ané _ ongitud del cateto opuestolr
~ longitud del cateto adyacent€a

s = longitud de la hipotenusa B
~ longitud del cateto opuesto

e — longitud de la hipotenusa
~ longitud del cateto adyacent€a

ol — longitud del cateto adyacentea B
longitud del cateto opuesto

— cosB

= serB

serC -
= ~ = CcotB
coC

= . = sed
serc

= - = cscB
coi;
cosC A
= ~ = tanB
serc

Ol Tl ol TIOo 9ITC IO

0 | senf | cosO | tan@
0 0 1 0
ml) V3 V3
6 2 2 3
mlv2 V2
4 \/2_ 2

m 3 1

30315 | V3
7—21 1] 0| o

Cuadro 7.1: Angulos especiales.

Los valores del seno, coseno y tangentetde 0, 30° = 7—T, 45 = 7ZT 60° = 7—3Ty 90" = 7—2T son deducidos de inmediato al

considerar varios triangulos equilateros o isosceles.uibrados frecuentemente y vale la pena el memorizarloasGltese
el cuadror. L
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Como es sabido, estas razones trigonémetricas se extienderangulo de magnitud arbitraria mediante las siguientes
relaciones.

721 Teorema (Férmulas de simetria)  Seaf un angulo arbitrario. Las funciones seno y tangente sonrespa
ser{—6) = —send; tan—6)=—tanb.

La funcién coseno es par:
cog—6) =cosh.

722 Teorema (Férmulas de periodicidad) ~ Seaf un angulo arbitrario, medido en radianes g Z un entero arbitrario. En-
tonces
sen 6+ 2nm) =send; coq 60+ 2nm) =cosh; tan(6 + nrr) =tanb.

723 Teorema (Férmulas de complementareidad)  Seaf un angulo arbitrario, medido en radianes. Entonces

sen(7—2T— 9) = C0s0; cos(7—2T— 9) =seng,; tan(g— 9) =cotf.

En el trianguloAABCde la figura7.128se cumple la relacion de Pitagoras
b%+c? =a?,
de donde se obtiene el teorema siguiente.

724 Teorema (Férmulas Pitagéricas)  Seaf un angulo arbitrario. Entonces

sef6+cof08=1, l1l+tarf@=secB; cofBH+1=cscH.
725 Ejemplo Dado que
3serx+4cox=>5,

encontrar Seny Cosx.

»Resolucion: Se tiene
5—4cox

3serx+4cox =5<«= senx= 3

Utilizando las relaciones pitagoéricas se obtiene

5-4 2
cogx+ (ﬂ> =1

codxt 25— 40cox+ 16 cogx 1

3 — 9
—  9c0€x+25—40coxX+ 16co$x=9
— 25c0$x—40cox+16=0
— (5cox—4)°=0
—  COSX= 4
5
Ademas,
serx . D 4coX _ 5-¥ 3
o 3 3 5
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726 Teorema (Formulas de area) Sea/AABCun triangulo arbitrario. Denétese pl@kABC el area deNABC. Entonces

abserC  bcserA  caserB

[(AABT = — 2 2

Demostracién: Dendétese por W, Hg Yy He los pies de las perpendiculares a los segmefBa3, [CA y [AB,
respectivamente. Dendtese pqy, hy y he las medidas de las altural®\Hal, [BHg] y [CHc], respectivamente.

Entonces
[AABC = %
2
Pero de la figuraZ.8se ve que h= aserB y por tanto,
ch. caserB

probando una de las férmulas. Las otras férmulas se obtiemgmermutando los ladds.
727 Teorema (Férmulas de la adicion)  Seana y 3 &ngulos arbitrarios. Entonces
sena + B) = sena cosB + senB cosa,
cogda + 3) = cosa cosP F senB senq,

_ tana +tanB
an e+ 6) = T ftana) (tanp)

Demostracién: Tan sélo se demostrara que
ser{a + B) = sena cosP + senB cosa, a>0, B>0, a+B<m,

dejando el resto a cargo del lector. En la figuras, C=a+ B, cona = A/C?b yB= I%a?; Luego

abser{za +B) _ [AABC
= [AAHC]+ [ACH:B]
~ ahssena n hcbsens
2 2 7
lo cual implica que
sera+B) = %sem—k%cserﬁ = seno cosf + senB cosa,

como se queria demostrat.
728 Teorema (Regla del coseno de Al-Kashi)  En el trianguloAABC se observan las siguientes relaciones:
a? = b’ + c®— 2bccosA,
b? = c? + a’ — 2cacosB,

¢ = a?+b?— 2abco<C.




Repaso de Trigonometria 145

L, , . A T i .
Demostracion: Presumase primero qué< B < > como en la figurar.8 Obsérvese que por el teorema de
Pitagoras

2 = (AHc+HcB)?
= (AHc)?+ (HcB)?+2(AHc) (HeB)
= b?—(he)2+a%— (he)?+2(bcosA) (c— AHc)
= b?—(he)?>+a®— (he)?+ 2bccosA — 2AHcbcosA
= b?+a’+ 2bccosA—2(AHc)2 —2(he)?
= b?+a’+ 2bccosA— 2b?
= —b?+a’+ 2bccosA,

lo cual implica
a? = ¢®+b? — 2bccosA.

~ T . .
Presimase ahora qug > > como en la figur&.13Q Se tiene

¢ = (AHc—BHc)?
= (AHc)?+ (HcB)? —2(AHc) (HeB)
= b?—(he)>+a®— (he)®>— 2(AHc — c)(bcosA)
= b?—(he)?+ &% — (he)? 4 2bccosA — 2bAH: cosA
= b%®+a?+2bccosA—2(AHc)? — 2(he)?
= b?+a’+ 2bccosA— 2b?
= —b?+a®+ 2bccosA,

lo cual implica
a? = ¢®+b? — 2bccosA.

Las otras identidades se obtienen en permutando los laddios.

at+b+c
2

729 Teorema (Férmula de Herén) Sis= es el semi-perimetro délABC, entonces su area viene dada por

[ABC = \/s(s—a)(s—b)(s—c).

Demostracion: Se tiene L
[ABC = Eabserf:,

y asi16[ABC? = 4a’b?serfC. Ahora bienserfC = 1— co<C, de donde

16[/ABC)? = 4a?b?(1—co<C).
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Por la regla del coseno,
(CZ _ a2 _ b2)2

cogC = 1707

De aqui se obtiene

16/ABC? = 4a’b®—(c*—a’—b?)?
= (2ab—c?+a®+b?)(2ab+c?—a’—b?)
= ((a+b2=cA)(E—(a—b)?
= (a+b+c)(a+b—c)(c+a—b)(c—a+b)

= (2s)(2s—2c)(2s—2b)(2s— 2a),

y al dividir por 16y tomar raices cuadradas se obtiene el resultado.

B Hc

Figura 7.129: Férmulas de area. Figura 7.130: Regla de Al-Kashi.

730 Teorema (Regla del seno) En el trianguloAABC se observan las siguientes relaciones:

a b ¢
seA seB  serC’

Demostracién: Se consideraran por separado los casos cuaBds agudo u obtuso.

. . 5 T ,
Prestiimase primero que< B < > como en la figur& .8. Entonces

aserB = h = bsenA — — & — LA
serA semB

. : c . .
Que estas dos cantidades son |gualesrarE se observa al considerar, por ejemplo, la alturagH
se

n

Prestimase ahora qu&> 5

, como en la figur&.13Q Se tiene

aser(m—B) = he = bsenA.
Pero por las férmulas de la adicién
aser{7m— B) = asenircosB — serBcosT = aserB
y asi,
a b

aserB=bsemMA — —— = —,
sePA  serB

obteniendo nuevamente el resultado.
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) . I 2
731 Ejemplo Hallese el valor exacto de cgsy cosg.

»Resolucion: Considérese un pentagono regular ABCDE. Sea x la longituchdede sus lados. Recuérdese que
la seccion aurea satisface

1 T 1++5
>0, - =—— — 1=
T 1471 2

Dendtese por F el punto de interseccion [@€] and [BE]. Como[AC] || [DE] , FCE = CED y por lo tanto
AFCD = ADEC. Asi FC=CD = x. Obsérvese quéFAB es isOsceles y semejante’elF CE. Poniendo = AF
y observando que CE CA=x-+t, se tiene

FA_BA _t_ x _ 1§ x_.
FC CE X t+x ¥o1+% t
. — — — . — — — 1 3 T . .
Ahora bien, comé&CE =CED yBCA=FCE, se tien®CA=FCE=CED= 3 5-% Esto quiere decir que

FCE = 3@7‘[ y Iuego,@\F —FAB= 7—5-[ Erigiendo una perpendicular desde F hagtd], se deduce dehFAB,

De aqui se sigue, en observando qde= T+ 1,

T\2 72 2-2 1-1 +65-1
2) =7 - '

21T T
— —2c0f¢—-—-1=2 —1= =
CoSg =<cos g ( 2 2 2 2

Cabe ademas notar que

Figura 7.131: Ejemplo Figura 7.132: Ejemplo
731 732

732 Ejemplo Considérese un pentagono regular inscrito en un circuladie i, y a su vez, el pentagrama regular obtenido al
unir alternadamente los vértices del pentagono, como egueafi.132

1. Calcule el area del pentagono.
2. Calcule el perimetro del pentagono.

3. Calcule el area del pentagrama.
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»Resolucion: El area del pentagono esveces el area de cualquier tridngulo formado por el centrbpaata-
gonoy dos de sus vértices consecutivos. Notese que tajtiiides isdsceles, con ambos lados iguales de medida

. mo . .
1y con el angulo entre estos lados de medgga Asi pues, el area del pentagono es

Por el ejemplor31,

de donde el area del pentagono es

25+ 55
16

Para obtener el perimetro del pentdgono, sea x la medida delarsus lados. Considerando el triangulo isésceles
formado al unir los extremos de este lado con el centro delgagmo, y viendo que los lados iguales midese
obtiene, usando la regla de los cosenos, que

X2:12+12—2(1)(1)cosz—n:2—2 Vo1 :5*\/5:”: 5*_V~E’,
5 4 2 2
|
C
Av L 9
b B

Figura 7.133: Teorema de la bisectriz angular.

733 Teorema (Forma trigonométrica del teorema de la bisectr  iz) En el AABCseaP un punto en la rectBC. Entonces

BP  BAserBAP
PC  CAserPAC
Demostracion: Usese la ley de los senos enVeAPB:

BP  AB
serBAP  serAPB

y en elAAPC:
PC AC

serPAC  serCPA’
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Luego
BP _ ABsenBAP/senAPB
PC  ACserPAC/serCPA’

Ya queAPB+CPA= i, se tieneserAPB= serCPA. Cancelando

BP _ ABserBAP
PC  ACserPAC

O

734 Ejemplo El cuadraddABCDtiene lado 1. Se trazan cuatro cuartos-de-circulo cona®etn los vértices del cuadrado y
de radio 1. Hallar el area del cuadrilatero curvilineo fodmpor la interseccion de los arcos de circulo. Véase la figliad

»Resolucion: Obsérvese que AE AE = 1, siendo radios de circulos unitarios. Ademas, si O es el oaferla

diagonal[AC], AO= ? yATO\Ez g porque el arcaBD es trisecado POFAE] y [AF]. El area del sector circular
AFE es asi L
T T
2V 12

Ahora bien, ddsernx| =4/ %, se obtiene

conT _ [1—cosf /2—/3
12 2 o 2 '

El area delAAEO es

1v2 1sen£7\/§v2—\/§7\/§71
2 2 12 8 8
El area buscada es finalmente
T V3-1 T
4<1—2—2- 5 >_§—\/§+1.
<
A B

R
E

D C
Figura 7.134: Ejempl@34.

Figura 7.135: Teorema3s.
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735 Teorema (Morley) Los pares adyacentes de las trisectrices de los angulos wi&ngulo siempre se encuentran en los
vértices de un triangulo equilatero.

Demostracion: Péngase& =3a,B=23b yé = 3c. Sea R el circunradio dehABC. Por la ley de los senos,
BC = 2Rser{3a). Aplicando ahora dicha ley ahBPC,

BP/seric) = BC/ser{m—b—c)=2Rser{3a)/ser(b+c) (7.2)

= 2Rser{3a)/ser(7—3:[— a), (7.3)

de donde -
BP = 2Rser{3a) ser{c)/ser{§ —a).
Combinando esto con la identidad anterior,
sern(3a) = 4sera) ser{g+ a) ser(gf a)

y asi se obtiene

BP = 8Rser{a) ser{c) ser{g+ a).
De igual manera,

BR=8Rser{c)ser{a) ser{g+ c).

Por la ley de los cosenos,
PR’ = BP?+ BR — 2BP- BRcogb)

— 64seR(a)serf(c) [ser?(g+ a) -+ ser?(g—k c)— Zser@g+ a) ser(g+ c)cogb)] .

Pero como

m m
(§+a)+(§+c)+b—n

se sigue que
serf(b) = ser?(nga) +ser?(7—31+c) —Zsengra) ser(ngc) cogb),
de donde
PR=8Rser{a)ser(b)serc) .

Como esta expresion es simétrica en a, by c, se colige que

PR=RQ=QP
as claimed
Tarea
736 Problema  Dos circulos de radiR son tangentes externamente. Ambos circulos son Figura 7.136: Problema36.

también tangentes internamente a un triangulo rectanguimatétos de longitud 3y 4,
como en la figura.136 HallarR.
A

737 Problema  El AABCes tal que la altura desdemide lo mismo que la suma de las
longitudes de las alturas desBg C. Demostrar que

1 1 1

= = =~

serA  serB  serC
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738 Problema Demostrar que si un tridngulo de arAaes tal que el producto de It
. ) 3 ' )
longitudes de dos sus med|anasée@. entonces estas dos medianas son perpendicul

739 Problema  Sia, 3,y son los angulos internos de un triangulo, demostrar que

§+C0txz ECOIZ.

cot cot
2 2 2

cot2 + cot
2 2

740 Problema  (E6tvés, 1897) Si, 3,y son los angulos internos de un triangulo arpi

trario, demostrar que
B

sen—
2

[el il

(sen%)(

¢,Cuando se verifica la igualdad?

J(sen%/) <

741 Problema  Seana, f3,, los &ngulos internos de un triangulo. Dado que
tan(a — B) +tan(B —y) +tan(y—a) =0,

demostrar que el triangulo es isosceles.

742 Problema  Un rombo tiene lados de longitusly diagonales de longitud, d’. Si
s=+vdd, hallar la medida del &ngulo agudo entre los lados del rombo.

743 Problema  Dos rombos congruentes son sobrepuestos de tal manera djagda
nal mayor del uno yace sobre la diagonal menor del otro. lexsetcion resulta en ul
octagono convexo de lados congruentes. Determine la raedm diagonal mayor a |3
diagonal menor de tal manera que el octagono sea regular.

~

Figura 7.137: Problema43

744 Problema Demostrar que

(1+tanT)(1+tan2)--- (1+tan44)(1+tands) = 2%,

745 Problema Seana, 3,y reales tales que + 8 + y = 7. DemUéstrese que

1— cosa + cosP + cosy = 45en% cosg cosy

57
y que
a B B_ Yy y_ a _
tan2 tan2 +tan2 tan2 -§—tan2tan2 =1
746 Problema Calculese tap — tang. Deduzcase
n
S = coxiars
- coskf)cos (k+1)0)

k=1

conf € R.

747 Problema Demostrar que

tan5T —cot5T = 2tan12.

748 Problema Demostrar que

N1
. a\ 1(n._a

E 3ser? (W) =3 (3 senﬁfsena).

k=0

749 Problema  Probar que cot— 2cot % = tanxy que

n

1 a
E gtang =
k=0

res.

1

a
on cot? —2cot.

750 Problema (AHSME, 1991)  El triangulo equilatera\ABCse ha doblado de tal ma-
nera que ahora el vértidedescansa sobre el pumtbdel segmentdBC], tal como en la
ifigura7.138 SiBA' = 1y A'C = 2, hallese la longitud del doblé2Q.

A

Figura 7.138: Problemas0.

751 Problema Demostrar que en €LABC se satisface
sefA+sefB =sefC

si y solamente sNABCes un tridngulo rectangulo.

752 Problema Seana, 8 &ngulos agudos. Demostrar que

sefa +serf B =serf(a+ ),

siysélosia+[3:7—;

753 Problema Hallar el valor exacto de

serf1° +serf2° + --- +serf 90°.

754 Problema Seax+ Y-+ z= 90°. Determinese

(tanx) (tany) + (tany) (tanz) + (tanz) (tanx).

755 Problema  Sia+ b+ ¢ = 36°, demostrar que

tans+tanBh+tank — (tan®) (tanD) (tanx) = 0.

a—b serA—serB
756 Probl En el AABC, probar que—— = ————.
roblema P au a+b semA+serB

757 Problema Si en el AABC, a=5,b=4y costA—B) = 2—; demostrar que

co = é and thatc = 6.

758 Problema SeaABCDEFGun heptagono regular. Considérense las distancias
AB, B = AC, y = AD. Demostrar que

+

1
a

|~
<k
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7.9. Repaso de Geometria Analitica

En esta seccion se desarrollaran las ecuaciones canénicasulos y rectas en el plano.

759 Definicion  El plano cartesiand®? es el conjunto de pares ordenados
R?={(x,y):xe R,ye R}.

Aqui x es laabscisay® y la ordenadaUn punto del plano Zes un par ordenado de niimeros redles(as,a,).

B(x2,Y2)

@cccccccccccce

ly2—yi|
Alxa,y1) X2 — X1 C(x2,y1)
Figura 7.139: Distancia entre dos puntos. Figura 7.140: El circulo.

Considérese dos puntés= (x1,y1),B = (X2,¥2) en el plano, como en la figura139 Construyendo los segment@A y
sedBC conC = (xp,Yy1), se puede hallar la longitud del segme[#@], esto es, la distancia deea B, en utilizando el Teorema
de Pitagoras:

AB? = AC*4+BC? — AB=1/(xo—x1)2+ (y2—y1)2.

Esto motiva la siguiente definicion:

760 Definicion SeanrA(x1, Y1), B(X2,y2) puntos en el plano cartesiano. distancia euclidea entre Ay, B lalongitud o norma
del segment®AB], es la cantidad

AB=d((x1,y1), (%2, Y2)) = v/ (X1 —X2)2 + (y1—y2)2. (7.4)

Gracias a la formula de la distancia se deduce el teoremistgu

761 Teorema La ecuacidn cartesiana canénica de un circulo de Rdi® y centro(Xg,Yo) €s
(x—%0)*+ (y—Y0)* =R, (7.5)

Demostracion: El punto(x,y) pertenece a un circulo de radioXR0 si y sélo si su distancia al centro del circulo
es R. Luego se requiere

=  d((xy), (X0, ¥0)) = R
= Jx—%2+y-y¥)2 = R -
= (x—%)?+y-y)? = R

obteniendo el resultado. Véase la figurd 400

3Se lee la letra como “ye” y no “i griega.” Por tanto se utiliaecbnjuncién “y” y no “e.”
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762 Definicion Tres punto#\, B,C soncolinealessi los tres estan la misma recta.

763 Definicion El puntoB esta entrdos puntosA 'y B si los tres puntos son colineales y
AB+BC=AC.

Seanay b constantes reales. El conjunto
{(ayy) eR*:ye R}

tiene abscisa constante, y recorre paralelamente al gjeleigual manera, el conjunto
{(x,b) e R?:x € R}

tiene ordenada constante, y recorre paralelamente al gjeEd0 conlleva a la siguiente definicion.

764 Definicion La ecuacién candnica de una recta verticat esa, en donde € R es una constante. La ecuacion canonica
de una recta horizontal gs= b, en dondé € R es una constante.

(X27YZ) T

I
(X1,y1) S R T §

Y2—VY1

—X—X% —
— X=X ————————

Figura 7.141: Recta vertical. Figura 7.142: Recta horizontal. Figura 7.143: Teoremath.

Se determinara ahora la ecuacién de una recta inclinada.

765 Teorema La ecuacion cartesiana de toda recta no vertical en el pkde & formay = mx+k, en dondenc Ry ke R
son constantes.

Reciprocamente, los puntos del plano ligados por la ecngcidax+ b, en donde, b son constantes reales, forman una
recta.

Demostracion: Sila recta fuere paralela al eje de X, esto es, si fuere hata@lpentonces su ecuacion seria de la
forma y= b, end donde b es una constante real y entonces se puede tomannk = b. Considérese ahora una
recta no paralela a ninguno de los ejes, como en la figufal3 y pertenezcan los punt¢s y), (x1,Y1), (X2,¥2) @
dicha recta. De triangulos semejantes se observa que

Ya=Y1 _Y=¥1
Xo—X1 X=X

y masajeando un poco se colige que
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de donde se puede tomar

Yo\ _ Yo—Y1
I"n_X27X;|_’ k= X1<X27X1>+yl.

Reciprocamente, considérense nimeros reales % < x3. Péngase P= (x;,ax; +b), Q= (xp,ax +b) y R=
(x3,axg+b), que pertenecen a la grafica de ecuaciéns gx+ b. Se demostrara que
d(P,Q) +d(Q,R) =d(PR),

esto es, los puntos® y R son colineales. Como los puntg®FR son arbitrarios, se deduce pues que la grafica
de la ecuacion y= ax+ b es una recta. En efecto, se tiene

d(P.Q) = /(X —x1)2+ (a% — ax)2 = |xp — x1|v/1+ a2 = (e —x1)V/1+ &2,

HQR) = /(X —%)2 + (A% — a%)2 = |x3 — Xo| v/ 1+ a2 = (Xg — %) /1 + &2,
d(P,Q) = /(X3 —x1)2 + (A% — ax1)2 = xg —xa|v/1+ a2 = (xg—x1) /11 &2,

de donde
d(P,Q)+d(Q,R) =d(P,R).
O

766 Definicion La cantidadm = Y2= %1

2 —X1
(x2,¥2). Comoy = m(0) +k, el punto(0, k) es el intercepto del eje dede la recta que pasa poe,y1) Y (X2,Y2).

en el teorema&65 es lapendiente o gradiente de la recta que pasa paryi) y

|:| Una recta horizontal tiene pendierfieUna recta vertical tiene pendiente infinita.

De las figurag.144y 7.145se puede percatar que si la rectdene ecuacion cartesiahay = mx+Kky si 8 es el &ngulo
qguel forma con la parte positiva del eje #eentonces

m=tané, 6 € [0; . (7.6)

. m
Sif= > entoncesn = .

767 Definicion SeanAy B puntos distintos en el plano. Ldirecciénde la rectaAB es el angulo qué‘T}B forma con la parte
positiva del eje de.

Las observaciones anteriores proporcionan de inmediaigknte teorema.
768 Teorema Dos rectas son paralelas si y solamente si tienen la misnthqree.
La condicién para perpendicularidad es un poco mas difécdemostrar.

769 Teorema Dos rectas inclinadas son perpendiculares si y sélo si elyato de sus pendientes-es.

Demostracion: Se quiere demostrar qug Ly = mx+k es perpendicular at: y = myx+kq siy solo sim = ~m
Refiérase a la figurd.146 Ya que el trasladar rectas no afecta el angulo entre ellag@ra asumir sin pérdida
de generalidad que tanto L y = mx+k como lz : y = myx+k; se intersecan efD,0), en cuyo caso k- k; =0.
Ahora bien, la recta y= mx se encuentra con la recta verticabd en(1,m) y la recta y= myx se encuentra con
esta misma vertical efil,my ). Si las rectas fuesen perpendiculares el Teorema de Pitégaria

(m—my)2 = (14+m?) + (1+m3),
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gue simplificando resulta en mma- —1.
La reciproca se obtiene de la reciproca del Teorema de Pitgal

y =mx
0 (1,m)
0
A W —
(1,m)
Yy =mX
Figura 7.144: Angulo con el eje de Figura 7.145: Angulo con el eje de Figura 7.146: Teorema6s9.

Se desarrollard ahora una serie de resultados que culmieatda demostracion de la desigualdad triangular en el plano

770 Lema (Desigualdad de Cauchy) Seama,b,X,y nUmeros reales. Entonces
(ax+by)? < (824 b?) (2 +y?),

con igualdad si y s6lo gia,x) y (b,y) son proporcionales.
Demostracion: Se tiene

(a®+b?)(x% +y?) — (ax+ by)? a®x? + a%y? + b?x® + b?y? — a®x? T 2axby— b?y?

= a’y?+b>?F 2abxy
= (ay+bx)?
> 0.

Igualdad ocurrira si y solo si ay= +bx. Si by 0, entonce%l = )—; esto ega, x) es proporcional gb,y). Sib=0,

entonces ay- 0x, y, o bien a= 0 o bien y= 0. En uno y otro caso es
(a®+b?) ¢ +y?) = (ax+ by)?,

y se obtiene el resultado. Siky0 es también claro el resultadal

771 Lema Poéngasé = (a,az), B= (by,bz) y C = (c1,¢2). Entonces;, By C son colineales siy sélo ¢, —by, b, —ap) y
(cy — by, b; —a1) son proporcionales.

Demostracion:

— Pase la recta de ecuacionyymx+k por A, By C. Luego

a = a1X+Kk, b, = bix+K, Co = X+ Kk,
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y asi
by—az=m(by—a1), Cz—bp=m(c;—bz) = (c2—bg,by—az) =m(c; —by,b; —ay),
estableciendo la proporcionalidad.
< Supoéngase ahora que; — by, b, —ay) y (c1 — by, by —ag) son proporcionales, digase
(C2—bg,by—az) =t(cp— by, by —a).
Hay dos casos, o bieh=c; —b; =b; —a; en cuyo casoc=b; =a; y A, B, C estan alineados en la misma

recta vertical al tener todos la misma abscisa, o bien unordeses; —b; y by —a; no es cero. Stipongase
que g — by #0, siendo el casop—a; # 0 de manejo idéntico. Se tiene pues

Co—by
C1— bl o
Luego los puntos B y C pasan por la recta de pendiente t, digase

t

, br —ap =t(by—ay)

y=tx+k.
Cuando x= by, debera ser y= b, y asi
by =tb; +k = k=by—Dbst.
Luego B y C estan sobre la recta de ecuacion
y =tx+by—Dbit.

Falta ahora demostrar que A también esta en esta recta. Pama = a; se tiene

y=ait +by—bit =bp—t(by—ay) = by — (b —ap) = ay,
gue quiere decir quéay,ap) = A también esta sobre la recta, terminando la demostracion.

O

772 Teorema (Desigualdad del triangulo) ~ SeanA, B, C puntos en el plano (no necesariamente colineales). Ergonce
AB+BC> AC.

La igualdad ocurre si y solo si los tres puntos son colineales

Demostracion: Péngase A= (a;,a2), B= (by,b2) yC=(cy,¢,). Por el lemar70,

(c1—by)(by—ay) + (2 —ba) (bp — @) < 1/((c1—b1)2+ (C2—12)2) ((by —a1)2+ (bp — ap)2).

Igualdad ocurre si y so6lo sfc, — by, b, —ay) y (c; — by, b; —a1) son proporcionales, y en vista del leridl,
igualdad ocurre siy sélo si A, By C son colineales.

Ahora bien,

AC? = (c1—a1)?+(cr—ap)?
= (c1—bi+bi—a)?®+(ca—by+bp—ap)?
= (C1—b1)?+2(c1—br)(by—ag) + (by—a1)?+ (C2— bp)2 +2(C2 — bp) (b — @) + (bp — &2)?

= (c1—bg)?+ (ca—bp)?+2(cy —by)(bg —ag) +2(c — bp) (b — @) + (by —a1)? + (b — ap)?

< (c—by)?+ (ca—bp)?+ 2\/((01 —b1)2+ (C2— b2)?) ((by — a1)2+ (b2 — 82)2) + (by — @1)® + (b — ap)?
2
= (Vier=ba2+ (2= b2+ /(br—as)? + (b —2)?)

= (AB+BC)?,
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demostrando el teorema. Véanse las figutdst7y 7.148

O

Figura 7.147AB+BC=AC.

Tarea

773 Problema Osama la cucaracha comienza a viajar desde el gunto—1) y quiere
llegar al punto(2,1). En cada cuadrante y también, en los ejes, se mueve a razof
de distancia por minuto, excepto en el segundo cuadrantigrete se mueve a razon
media unidad de distancia por minuto. ¢Qué ruta debera tOs&ma para minimizar §
tiempo del recorrido? jLa respuesta esuna recta d¢—1,—1) a(2,1)!

774 Problema (Desigualdad de Minkowski)
puntos en el plano, entonces

Demuéstrese que dia,b), (c,d) son

\/(a+c)2+(b+d)2§ \/a2+b2+ \/cz+d2.

Ocurre igualdad si y sélo sid = bc.

775 Problema (Generalizacion de la desigualdad de Minkowsk
los puntos del plandag, by ), 1 < k < nsobre los ejes. Entonces

i) Sea ninguno dg

n 2 n 2

S vEws [ (Ta) [ Ton
k=1

k=1 k=1
Igualdad ocurre siy sélo si
a_&B_  _&
b b bn
776 Problema (AIME, 1991) SeaP = {aj,ay,...,an} una coleccién de puntos con

O<ay<ap<--<a<17

7.10. \ectores

del
e

Figura 7.148AB+BC > AC.

Considérese
n
S =min E \/(k—1)2+ a2,
P
k=1

en donde el minimo es tomado sobre todas las particiBnEB&muéstrese que exacta-
mente una de ent'®,S;,...,S,,... es un entero y hallese cual lo es.

777 Problema Al parametro real arbitrarig aséciese la recla de ecuacion
L : (t—2)x+ (t+3)y+10t—5=0.

En los casos siguientes , encuentre el valdryle; que satisface las condiciones estipu-
ladas.

O L pasapor—2,3).
O L; es paralela a al eje de
O L es paralela al eje de

L; es paralela a la recta de ecuacién 2y — 6 = 0.
i L1
L; es normal (perpendicular) a la recta de ecuagién— fo 5.

¢ Existe acaso un puntgy, Yo) que pertenece a todas laspara no importa qué
valor det?

778 Definicion Dados dos punto&(as,ay) y B(by,b2) en el plano, el vectohB asociado al segmento dirigid&B] es

—

AB

bi—a

b —ap
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., — e
Obsérvese también qéd3 = —BA

Figura 7.149: Suma de vectores.
Figura 7.150: Multiplicacién escalar de vectores.

779 Ejemplo Dos segmentos diferentes pueden asociarse al mismo eotagjemplo, sA = (1,2), B=(3,4),C = (0,1),
D = (2,3), entonces

|:| Se interpreta pues la nocién de vector como un conjunto dgtfilcciones™: si el vector
=1 |,

la instruccion es “desplazarse a unidades en el eje de x, yidagies en el eje de y." Esto es, un vector es un objeto
que nos indica magnitud (norma), direccion (en las coordksadel vector) y sentido (desde el punto inicial hasta

el punto final).

o

780 Definicion  El vector cero e — { | )
0

781 Definicion Se llamaréscalara todo nimero rea € R.

782 Definicion Dados vectores
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y el escalan € R, se define lsuma de vectores

Ui + V2
U+V= )
Uz + Vo
y la multiplicacién de vectores por un escalar i
A U1-|
AU = .
A U

Nétese que geométricamente la suma y el producto de ves®isterpreta de manera siguiente. Para sutharv se busca

un segmento arbitrari@\B] tal queﬂéz . Luego se busca al (segmento Uni®g] tal que v = BC. Finalmente, la suma se
obtiene por laegla del paralelogramo
— — —
U+V =AB+BC=AC.

Véase la figur&.149 La multiplicacién de vectores por un escalar tiene inetgmion semejante. Véase la figurasQ

Lo arriba indicado pone en evidencia la Regla de Chasles.

783 Teorema (Regla de Chasles vectorial) Dados tres puntos arbitraridsB,C en el plano,
— — —
AB+BC=AC.

Se notaran aqui, para futura referencia, algunas propsdial algebra vectorial. La demostracién es inmediatqgpedha
a las coordenadas de los vectores.

L, —
784 Teorema (Algebra de vectores) Seana, b, T, vectores en el plano y seany 8 escalares. Entonces se cumplen las

siguientes propiedades:

= Conmutatividad

a+b=b+3d (7.7)
= Asociatividad
- v - = = =
(A+b)+Cc=a+(b+7) (7.8)
a+0=8+0=12a (7.9)
- — — — — -
J—adtalquea+(—a)=(—a)+a=0 (7.10)
= Distributividad _ -
a(@+b)=ad@+ab (7.11)
= Distributividad
(a+B)@=aa+pa (7.12)
(aB)d =a(pa) (7.13)

785 Definicién La norma o longitud del VectoAB es simplemennﬂﬂé“ = \/(bl—a1)2+ (bp—ap)2 =AB. SIA+#B, la

direcciéndel vectorAB es la direccion de la recl@, esto es, el angulb € [0; [ que la rectaB hace con el eje de
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Obsérvese que 4i € R, entonces
AT = [Al][T]] (7.14)

y gracias a la desigualdad del triangui@2
T+l <[l +[[V]. (7.15)

|:| . — o . . . —
SiU # 0, entonces el Vethﬂv—H tiene normal y la misma direccién del vectar . El vector nulo0 tiene

normaOy no posee direccioh.

786 Definicion A un vector de norma 1 se le llamactor unitario

787 Definicion  SeaT # 0. Péngas® U — {AT:A eR}yseaA e R? A= (ag,ay). Larecta afin con vector director

u1
T= y pasando por As el conjunto de puntos en el plano

u2
A+RT ={(xy) e R?:x=ay+tu, y=ap+tup, teR}.

Siu; =0, la recta afin arriba definida es vertical, ya ¢ues constante. $i; # 0, entonces

X—a X—a

2
up up ’

esto es, la recta afin es una recta cartesiana con penc—:ijénme manera semejante,\si= mx+ k es una recta cartesiana,
1
entonces

4]

esto es, toda recta cartesiana es también una recta afipugde tomar al vecto[ | como su vector director.
m

788 Definicion Dos vectoresll y V son paralelos si las rect@®U y RV son paralelas. De aqui, dos vectorgésy V si
existe un escalar € R tal que U = A V. Se indicara qual es paralelo & mediante la notaciom || V.

|:| 0 es paralelo a todo vector.

789 Definicion Dado un vectoiil # 6 se dice que el vectov tiene elmismo sentidgue el vector si existe algin escalar
A > 0tal queU = A V. El vectorV tienesentido opuestal vectorU' si existe algin escalar’ < 0 tal quet =A'V.

790 Definicion SeanA y B puntos en el plano y0' un vector unitario. SAB = /\U’,_entonces\ es ladistancia dirigida o
medida algebraica del segmeni#B| con respecto al vector’. Se denotara esta pABy, 0 si el vectoru’ se sobrentiende,
por AB. Obsérvese quaB = —BA.

La medida algebraica sera particularmente util al conard@zones de longitudes de segmentos. Considérese tries pun
<>
colinealesAy B, A = B, fijos y X variando sobre la rectaB. Supdngase, sin perdida de generalidad, que yacen sobreataa

4Y por eso canta: “No soy de aqui, ni soy de alla, no tengo edadyvenir. . . .”
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horizontal, como en la figura 157, siendo positiva la direccion d&B. Asf pues, sX esta estrictamente a la izquierdaléy
por consiguiente, a la izquierda By entonce®X < 0, XB > 0. SiX esta estrictamente entdey B, entonce®X > 0, XB > 0.
Finalmente, siX esta estrictamente a la derechaBliéy por consiguiente, a la izquierda @, entoncesAX > 0, XB < 0.
Nétese que sk = M, el punto medio del segmeni&B], entonceAX = XB. SiX = A, entonceAX =0y XB = AB. SiX =B,

_ AX ) .
entonceAX = ABy XB = 0. CuandoX — oo, B — —1. La grafica de la funcién

X —

ol <

aparece en la figura 152

AX<0,XB>0

! AX . ) .
Figura 7.152: Razoa>ﬁ3 (eje vertical) contrX (eje horizon-

Figura 7.151: Distancias dirigidas.
tal).

SeaX € A_é, X # A, X # B. Entonces
— -
AX XB
AX XB’
Los puntosA, B,C estan alineados si y solo si se cumpl®Elacion de Chasles

AB+BC=AC. (7.16)

La relacion de Chasles muestra que

AA=AB+BA=AB—AB=0,
para cualquier puntd. Ademas

AX=AP <= AX+PA=0 < PX=0 <= X=P. (7.17)
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791 Teorema (Teorema de Euler) SeanA,B,C,D cuatro puntos alineados. Entonces

B.

g
O

+AC-BD+AD-BC=0.
Demostracion: Utilizando la relacién de Chasles,

., AC=AD-+DC=DC-DA,

De aqui,
AB.CD+AC-BD+AD-BC = (DB—DA)-CD+ (DC—DA)-BD+AD-(DC—DB)
= DB-CD-DA-CD-+DC-BD-DA-BD+AD-DC—AD-DB
= DB-CD-DA-CD-DC-DB—DA-BD+AD-DC+AD-BD
= 0
O
D D' D’ D
A A ¢

w
W@,
>
>

/

Figura 7.153: Teorema de Thales.

792 Teorema (Teorema de Thales de Mileto)
>
puntos distintos e®’, A%A,B#£B,C#AC/,A#B,A #£B. SeahAl | BB. Entonces

Figura 7.154: Corolario del teorema de Thales

SeanD y D’ dos rectas distintas. SeanB,C puntos distintos e, A',B',C

AA ||CC = —==—.
AB AP
Demostracion: Refiérase a la figur&.1Q Por un lado, por ser vectores unitarios en la direccion de amsma
recta,
— — — —_—
AB _AC AB AC
AB AC' AB AC

Por otro lado, por la Regla de Chasles,

JEE — — R — RN —
BB =BA+AA +AB = (AB'—AB) + AA.
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«— > .
Ya queAA || BB, existe un escalak € R tal que

—_—

o VY
AB =AB+AAA.

Ensamblando estos resultados,

—_— _ —
CC = CA+AA+AC
B AC — — AC [(— .
= R MM (AB+2AR)
AC  AC AC —
A'B  AB AB
«— “— ) )
ComoAA no es paralela a\B, la igualdad anterior revela que
— AC AC
AB AP

mostrando el teoremz]

Del teorema anterior, se obtiene de inmediato el siguiest@ario. (Véase la figura.1Q)

793 Corolario SeanD y D’ dos rectas distintas, intersecandose en el punto @hiSeanA, B, puntos erD, A, B’, puntos en
D'. Entonces L
— CB CPHR

CA CA

El célculo vectorial hasta ahora desarrollado es partiméate Gtil al resolver problemas que demandan demosttal si
recta es paralela a otra recta, etc. Se veran algunos egmplo

—_— — =

794 Ejemplo  Dado un pentagonaBCDE, halleseAB+ BC+CD+ DE + EA

»Resolucion: Utilizando la Regla de Chasles varias veces:

—

- = = = —
0 =AA=AB+BC+CD+DE+EA

como se queria demostrad

795 Ejemplo  SeaAABCun triangulo en el plano. Demuéstrese que el segmento deqeetune a los puntos medios de dos
de los lados es paralelo al tercer lado y que mide la mitadtde és

5

“Si tres 0 mas paralelas (Si tres 0 mas parale-le-le-las)

Si tres 0 mas paralelas (Si tres 0 mas parale-le-le-las)

Son cortadas, son cortadas (por dos transversales, degdrsales)
Son cortadas, son cortadas (por dos transversales, degdrsales)
Si tres 0 mas parale-le-le-las Si tres 0 mas parale-lesle-la

Son cortadas, son cortadas Son cortadas, son cortadas...

Dos segmentos de una de estas,

dos segmentos cualesquiera

Dos segmentos de una de estas

son proporcionales

A los segmentos correspondientes de la oootraaa....”

Les Luthiers.
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»Resolucion: Sean los puntos medios @&B] y [CA, Mc y Mg, respectivamente. Se demostrara dB.Ié:
—_ . — — — — ,
2McMg. Se tien@AMc = AB y2AMg = AC. Asi

— —
BC = BA+AC

— —2AMC+2AMg

—
2McA+ 2AMg

—_— —
2(McA+ AMg)

—_—
2MCM87
como se habia de demostrar.

796 Ejemplo En el AABC, seaMc el punto medio d¢AB]. Pruébese que

., —_— e .
»Resolucion: ComoAMc = McB, se tiene

— =

A+CB

CMc +McA+CMc +McB

2CMG — AMC + McB

—
= 2CMc,
de donde se deduce el resultado.
797 Ejemplo Si las medianaBAMa] and[BMg] del triangulo no degeneradbABC se intersecan en el pun® demostrar que
— —> — —
AG = 2GMp; BG=2GMs.
»Resolucion: Como el triAngulo no es degenerado, las rectdds y BMg no son paralelas y por tanto se

encuentran en un punto, llamémosle G. Lue@yGMA son paralelos, y por lo tanto existe un escalar a tal que
AG = aGMa. De igual manera, existe un escalar b tal 8@ = bGMg. Por el ejemplor95,

— —
2MpMg = BA

— =

= BG+GA

= bGMB —aGMa

= bGMa+ bMaMg —aGMa,

y asi
(Zfb)MAMB = (bfa)GMA.
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Al no serAABC degenerad MaMg y GMa no son paralelos, de donde

2—b=0, b—a=0,

<

= a=b=2

798 Ejemplo En todo tridngulo no degeneradoABC, las medianas concurren. El punto de concurre@cse llama ebari-

centroo centroidedel triangulo.

»Resolucion: Sea G como en el ejempl@7. Se tiene que demostrar qG&4: también pasa por G. Encuéntrense

las rectasCMc y ch en G. Por el ejemplo ya citado,

— —> — —> - - — —_—
AG =2GMp; BG=2GMg; BG =2G'Mg; CG =2G'Mc.
Asi,
— s —
GG = GB+BG
BN T
= —2GMg+2G'Mg
., —
= 2(MgG+G'Mg)
—
= 2GG.

Resulta pues que

—_ — — — - —
GG =-2GG = 3GG =0 = GG =0 = G=G,

demostrando lo pedidae

Tarea

799 Problema Dados en el plano son el cuadrilateABCD y el punto M. Sean
N’,P',Q,R, respectivamente, los puntos medios de los |dé®, [BC], [CD], [DA].

Constrayase ahora punthisP, Q, R, que son las imagenes al $¢reflejado con respect
a los puntod\’,P’,Q,R. Demostrar qué&\PQRes un paralelogramo. (Véase la figu
7.155)

Figura 7.155: Problemag9.

800 Problema Dado un cuadrilaterdBCD. La recta trazada a través Ae/ paralela al

5No suele frecuentar antros de vicio.

lado [BC] interseca la diagonaBD] en el puntaM. De igual manera, La recta trazada a
través deB y paralela al laddDA] interseca la diagondAC] en el puntoN. Demostrar

—> Pg=gd
queMN || CD.
a

801 Problema SeanA,B,C, D cuatro puntos distintos en el plano, no tres de ellos alinea-
— —

dos. Se dird quABCDes un paralelogramo 8B = DC. Demostrar que las condiciones

siguientes son equivalentes:

0 ABCDes un paralelogramo.
O [AC]y [BD] se bisecan.
— «— «— «—
O AB| DCyAD]| BC.
802 Problema En un cuadrilatero arbitrario no degenera®BCD, M, N, Py Q son,
respectivamente, los puntos medios de los segméARis [CD], [BC] y [AD]. SeanE

y F los puntos medios de las diagonalé€] y [BD] respectivamente. Demostrar que
EQFPes un paralelogramo.

803 Problema  Seanl,A,B,C puntos en el plano, y sea, B, C' puntos simétricos a
—
A, B, C' respectivamente, con respecth asto esﬁ = |A, etc. Demostrar que
— — — — —
AB+AC+AB +AC = 2AA.
Demostrar también que para un punto arbitrario del pMrse cumple

VT v IR IR yy v I vy
MA + MB + MC + MA' +MB' +MC' = 6MI.
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804 Problema  Sobre el laddAB] del AABCresta el puntd®, del cual se han trazad
rectas paralelas a las mediaed, y BM,, que intersecan a los lados del triangulo
los puntosA’ (sobre[BC]) y B’ (sobre[CA]). SeaE el punto medio d&\B’. Demostrar
queP, E y el baricentraG del AABCestéan alineados.

805 Problema Sean p,q enteros estrictamente positivos, y sea= p + g. Sean
A1,Az, ..., A, npuntos distintos (dos a dos). Demostrar que existe unalestael plano
tal que exactamente de los puntos yacen en un semiplano de ésta, y los qtpositos
en el otro semiplano, ninguno de los puntos yaciendo.en

806 Problema SeaSel punto medio del segmento fini&B, y seaM cualquier punto
que yace en la recta infinita que contiene al segmABtdemuéstrese que

MA? 4+ MB? = 2S/& + 2SMP.

b [CD] y [DA] del cuadradcABCD en E, F, K y L respectivamente. Demostrar que
elEK = FL. (Figura7.156)

B F

C

Figura 7.156: Problem@&07.

807 Problema  Dos rectas mutuamente perpendiculares intersecan los[laBh [BC|,

7.11. Baricentros

808 Lema SeanA;,Ay,...,An npuntos en el plano. Sean, ay, . ..a, N niUmeros reales. A todo pun@del plano se le asocia

la suma ponderada de vectores

V = a,0A; +a,08g + - -- + anOAy.

Entonces
1. Sia;+ay+---+a, =0, V es independiente da.

. —
2. Siag+ap+---+a, =1, el puntoG tal queOG =V es

Demostracion: Para algun otro punto Opdngase

independiente de.

— — — —
VvV =a1O0A + a0 Ao+ - - +a,0'A,.

Por la regla de Chaslesi%(> = O_Af( — ﬁ}k y luego
— —_— - e
V-V =a;(0OA — O'A1) +ax(0A —O'Ay) +

De aqui, sia+a2+---+an=O,7=7y7 no depe

— —

-+ an(OAy— O'An) = (a1 + @+ - +an)O0.

nde de O.

) —  — N —_— —
Siag+ay+---+a,=1, V—V =00, entonces sean G y @untos tales qu&G= vV yOG = V. Luego

GG =GO+ 00 +0G

lo cual establece que G es independiente de O.

—00-(V-V)=T0,

809 Lema Sea(A1,X1), (A2,X2),. .., (An,Xn), un sistema de puntos ponderados, ARk R?, x¢ € R. SixXg+Xo4 -+ +Xn #£0

entonces existe un punto Uni€atal que

— —_— — —
X1GAL +%GA + - +xGA = 0.
Demostracién: Péngase
X X; X
31:—1, 82:—2, - ah=— .
X1+ Xo 4 4 Xn X1+ X244 Xn X1+ X4+ Xn
Entonces o X
1+Xo+ -+ Xn
Qqt+@+-tan=——————————(—— =
LT o Xt

y el resultado se deduce del lef®@8 O
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810 Definicion El puntoG definido por el lema&09es llamado ebaricentrode los puntos ponderados

(Alvxl)v (A27X2)7 ceey (An,Xn),

denotado por

Al A2 An
G =bar
Xp Xo oo Xn
SiX; =Xo = --- = Xn = X, entonces el baricentro dé,x), (A2,X), ..., (An,X) Se conoce comiso-baricentro

811 Lema EIl baricentro no cambia si se reemplazan sus coeficientesogficientes proporcionales, esto e € 0 es una
constante real,

Al A2 e An Al A2 e An
bar =bar
X1 Xo o+ Xn kxg kxo - kX
Demostracion: Por definicidn del baricentro de los puntos ponderad8s xi ), (Az,x2), ..., (An,Xn) S€ tiene

— — —  —
X1GAL + %GR+ - +XGA = 0,

y esto implica que . . .
(kx1)GAL + (kx)GAy + -+ (Xan)GAL =k 0 = 0,
de donde se destila el resultadd.

El baricentro coincide con la nocién fisica de centro de eglad, también llamado centro de masa. Esto es, si en el fustd
pone una masa d® unidades, el baricentro es el punto de equilibrio de todas @sasas.

812 Ejemplo SeanAy B dos puntos distintos del plano. El baricentro8el) y (B, 1) es el puntds del plano tal que

— = =
GA+GB= 0.

—

L — 1— .
Esto implica quéAG =GB = EABy por lo tantoG es el punto medio del segmen&s].

813 Ejemplo SeanrAy B dos puntos distintos del plancay- b # 0. El baricentro d¢A,a) y (B,b) es el puntds del plano tal
que
aGA+bGB= 0.

E

— =

By BG

. . — a — , , <—>
Esto implica QUAG = a—H)BA Obsérvese qu@ esta en la rectaB.

a+b

+

El ejemplo anterior provee un algoritmo geométrico paraliaar el baricentro de dos puntts,a) y (B, b): se divide al
segmentdAB| ena+ b partes iguales. El baricentro esth anidades dé\ y a unidades d®. Véase la figurd.157para varios

. . . , —
ejemplos. De igual manera, si el puida# B esta sobre la rectaB, se observa que

%:k —— XA-KXB=0 <= XA—kXB=0,
esto es, se puede interpretaX @omo el baricentro de los puntos ponderagd) y (B, —k). Se ve entonces que

[AB] = {tA+ (1—t)B:t € [0;1]}, (7.18)

esto es, el segmen{8B| no es otra cosa que una coleccidn de baricentros de sus egtrean coeficientes que suman a 1.
Inclusive, se puede demostrar facilmente quebsk 0, entonces A+ bB estéa entre los puntdsy B, yaciendo sobréAB].
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E A0)

Figura 7.157: Varios baricentros.

Se puede percatar entonces que para dos pArtda?, B € R? fijos, la coleccién de baricentros
{GeR?:G=aA+bBacR,beR,a+b+#0}
) —>
no es otra cosa si no la recid.

Si A« = (X, Yk) Y G = (01,92) es el baricentro de los puntos pondera@d®sa; ), (Az,a2), ..., (An,an) €ntonces

X1—01 X2 —01 Xn—01 0 . 7alxl+a2X2+...+aan 7a1y1+azy2+...+anyn

. 2 on ai+ay+ -+ an a+apt - +an
y1—02 Y2—02 Yn—02 0

En general, como el baricentro no cambia si se reemplazatosfisientes por coeficientes proporcionales, no se pueiie de
que

(21,82, ...,an)
son las “coordenadas baricéntricas,” ya que no son Unicesnmanera de obtener unicidad es imponiendo una condicifa ex
tal como en la siguiente definicién.

814 Definicion (Coordenadas baricéntricas) Si G es el baricentro de los puntos pondera@®sa; ), (Az,az), ..., (An,an)

y
artapt--+an=1,

entonces se dice que
(a1,82,...,an)

son las coordenadas baricéntricas3deon respecto &g, Ay, ...,An Y Se escribe
G=aA1+aAr+---+anAn.

815 Teorema (Asociatividad de baricentros)  El baricentro den puntos ponderados no cambia si se reemplaza una parte de
ellos por su baricentro (si existiere) guardando los miscoedicientes de los puntos restantes.

Demostracion: Sea G el baricentro de los puntos ponderad@ds a;), (Az,a2), ..., (An,an). Sias+azx+---+
am # 0, se puede definir el baricentro H de los puntos ponderdées; ), (Az,az2), ..., (An,am). Luego

—

— — — — — — —
a1GAL+ 2GR+ - +anGA = 0, agHA +aHA + -+ anHAR= 0.
. —_— _— —
Utilizando la regla de Chasles pah< k < m, GH = GA.— A¢H, de donde
—_— —_— — —
a1GAL +aGA -+ - +apGAp = (g +ax + - - - +am)GH,

de donde
(ag+ap+---+am)GH +am1GAy 1+ +anGA = 0

y por lo tanto G es también el baricentro de los m+ 1 puntos ponderadd$d,a; +ax+- - +am), (Am+1,8m+1),
ooy (Anyan).0
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816 Ejemplo Por el teorema anterior, el baricentro de tres puntos neatios(A,1), (B,1), (C,1) se puede hallar de la
siguiente manera: primero se halla el baricefitig?) de(B,1) y (C,1), que no es otra cosa si ho el punto medio del segmento
[BC]. Luego se halla el baricentro d&,1) y (H,2), que esta a 2 unidades dey 1 deH. Esto es, el baricentro de los tres
puntos(A, 1), (B,1), (C,1) es en efecto el baricentro del trianguldABC. En otras palabras,

A B C A H
bar =bar =G.

1 1 1 1 2

Véase la figura.158

Figura 7.158: Baricentro de un triangulo. Figura 7.159aA+bB+cC, a+b+c=1.

Si el triAinguloAABC no es degenerado y aH- b+ ¢ # 0, los baricentroa A+ bB+ cC son puntos en el plano interiores,
sobre, o exteriores ahABC. Véase la figurd.159 Los signos son determinados de la manera siguiente: paea sbsigno
dea, considérese el puntdy la recta del triangulo opuestata Esta recta divide al plano en dos semiplanos: uno contéaien
al puntoAy el otro no. En el semiplano que contiene al pulitse observa qua > 0, en el semiplano que no contiené ae
observa qua < 0. Sobre la recta= 0. De igual manera se determinan los signob ge.

La asociatividad de baricentros provee el siguiente aifggira alineacion de puntos: dados tres puntos pondefadas
(B,b), (C,c) conG como su baricentro. $i+c# 0y F es el baricentro déB,b) y (C,c), entonces los puntds G, F estan
alineados.

Ademas, la asociatividad de baricentros provee el sigeiietiterio para concurrencia de rectas: tengan tres puotudep
rados(A, a), (B,b), (C,c) baricentrdG. Si(a+b)(b+c)(c+a)#0ysi

= E es el baricentro déA,a) y (B, b).
= F es el baricentro deB,b) y (C,c).
= K es el baricentrod@A,a) y (B,b).

> <
entonces las rect&E, AF y BK son concurrentes &a.
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Tarea
817 Problema Dado un triangulo no degenerad&C: 821 Problema (Teorema de Menelao ) A un puntoP que yaga sobre la recta determi-
nada por un lado dehABC se le llamapunto menelaicale este lado. Si el punto no es
O Construir el baricentr& de (A,1), (B,2), (C,3). un vértice del triangulo entonces es un punto menelaicpio.
SearL,M,N puntos menelaicos de los ladd&C], [CA] y [AB] del AABC.L,M,N
O Construir el baricentr& de (A, 1), (B,3), (C,—3). son colineales siy solamente si
0 Demostrar quél I BC BL. C: AN —1
LC MA NB
18 Probl ABCD i Bl || [DC]. L ADy BC
E 8 Problema es un trapecio, cofAB] || [DC]. Las rectasDy BC se cortan en 822 Problema En el AABCseal un punto en el ladgBC]. Demostrar que
1. Si E:A = X, demostrar quUE& es el baricentro deA,1) y (D, —X). i = ﬂ.
ED LC  cAserLAC

2. Demostrar qu& es también el baricentro d8,1) y (C, —Xx). L~ i ; o . i i k .
Aqui LAC denota la medida déingulo dirigidg positiva si medido en sentido levégiro

3. Demostrar que y negativa en sentido dextrégiro, con la propie@ = 7C/A>L.
— — — — —
EA+EB—XED—XEC= 0.
: : 823 Problema (Menelao trigonométrico)  Searl, M, N puntos menelaicos de los lados
Ded eE I b tro deA, 1), (B,1), (C,— D, —x). : ) :
educir queE es el baricentro deA, 1), (8,1), (C,—x)y (D, =) [BCI, [CAl 'y [AB] del AABC. L,M, N son colineales si y solamente si

4. Sed el punto medio déAB] y J el punto medio déDC]. SeaF la interseccion o o
de las diagonaleSAC] y [DB]. Demostrar qué, J, E, F estan alineados. serBAL serCBM serACN

—— —_——~— —_— 71'
serLAC serMBA serNCB

819 Problema AABC es rectangulo eA. SeaA’ el pie de la perpendicular desde

hasta el laddBC]. Pongas®C = a, CA=b, AB=c. 824 Problema Demostrar que las rectas tangentes al circuncentro deamgtiio en sus

vértices se cortan en tres puntos alineados.
1. Demostrar qué’ es el baricentro déB,b?) y (C,c?).

2. Sez:)L2 el pun(t:g medio dgAA]. Demostrar qué. es el baricentro déA a%), | 825 Problema (Teorema de Desargues) — Dos tridngulosAABCy AA'B'C' se dicen
(B,b%) y (C,c?). oo

—> —
copolaressi las tres rectadA’, BB' y CC' son concurrentes. Los triangulos sovaxia-
. . .z prgd paypt . .z <7 pypy?
les si los tres puntos (interseccion dBC y B'C'), M (interseccion d€Ay C'A), N

—
820 Problema El AABCtiene todos sus angulos agudos. Bean punto del laddBC]. | (interseccion de?By A'B') son colineales. Demostrar que dos tridngulos en el plamo so
Péngas®C=a, CA=b,AB=c. copolares siy s6lo si son coaxiales.

1. Demostrar qué/ es el baricentro déeB, [AMAC]) y (C,[AMAB]).

826 Problema (Teorema de Ceva, 1678) Una recta que pasa por el vértice de un trian-
2. SiM es el punto medio dEBC], ¢a qué conclusion se llega? g_ulo se IIama:ewanade_ este vértice. La cevianag®piasi no coincide conun Iado del
p B0, caq 9 triangulo. Las tres ceviandA], [BB] y [CC'] de unAABCconcurren siy sélo si

3. SiAM es la bisectriz dﬁ; ¢éa qué conclusion se llega?

AC BA CB

4. Deducir que el baricentro dé\,a), (B,b), (C,c) es el punto de concurrencif CB AC BA
de las bisectrices délABC. r

7.12. Transformaciones geométricas

827 Definicion Unatraslacién por un vectors es una funcion

R?> — R?
Tg:
M - M

e
tal queMM’ = U. El puntoM’ se llamapunto homologalel puntoM con respecto a la traslacidn; .

Se observa quéy es una funcion que no mueve ningln punto, esto es, la iden#diemas se observa la ley de composicion
conmutativalg o Ty =Ty, v = Tv,w = Two Ty Y laley de inversod_ = W—l_

Es facil de verificar que la traslacion satisface las sigegpropiedades:

1. Latraslacion envia a un segmefd| a otro [A'B'], igual en longitud y paralelo a éste, sierdichomélogo aAy B'
homdlogo aB.
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2. Latraslacion transforma a una recta a otra paralela ageat.
3. La traslacién transforma un triAngufeABC en otro igual AA'B'C’ siendoA’,B,C' homdlogos, respectivamente, a
AB.C.

4. Latraslacion transformaa un angulo en otro angulo, sitoelvértices puntos homoélogosy los lados de correspotedien
de los angulos, paralelos.

5. La traslacion transforma a un circulo en otro igual, prnesedo los radios y siendo los centros de los circulos puntos
homalogos.

828 Ejemplo Dadas las longitude&B, BC, CD y DA, construir un trapecidBCD, de base#BYy DC.

»Resolucion: Véase la figurd.16Q Supuesto resuelto el problema, considérese la traslatigncon £z (D) =
C, Tse(A) =M. Obsérvese que CM DA, es longitud conocida. Asi pues, una posible construcesda siguiente:
conocidas las longitudes de los lad@M], [MB] y [BC] del AMBC, se construye este triangulo. Para obtener los

vértices A y D, se trasladan los puntos homélogos M y C por etovae Iongitudmin(HDTf‘ ‘ , ‘ ‘ﬁ‘ ‘) y con

direccion y sentido del Vect@M. <«
D C

Figura 7.160: Ejempl&28. Figura 7.161: Ejempl&29.

829 Ejemplo Seal” un circulo dado Y una recta dada. Construir una cuerdd qearalela & de longitud dada.

»Resolucion: Véase la figure/.161 Seau un vector director de D, de longitud |. Considérese la imaede
I mediante la traslacion F. Sean A y B las intersecciones de/ I''. La rectaA paralela a D y pasando por A
cumple las condiciones del problema. En efecto;siA) =C, entonces AG | y ||AC|| =1, como requerido. Si R
es el radio del circulo, nétese que hay dos solucionesc®2IR, una solucién si+ 2R y ninguna si &> 2R. «

830 Definicion Unarotacidn (o giro) de centro O y angulo de gimes una funcion
R? — R2
Go,a : )

M —~ M

—_— —
tal quem = HOM’ y MOM’ = a. El puntoM’ se llamapunto homdlogael puntoM con respecto a la rotaci@yp 4.

Se observa quéo o es una funcion que no mueve ningin punto, esto es, la iden#diemas se observa la ley de composicion
conmutativeGo q © Go o’ = Go.a+a’ = Go,a'+a = Go.a’ ©Go,a ¥ 1a ley de inversoSo, ¢ = Ga},.
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Es facil de verificar que la rotacién satisface las sigueptepiedades:

1. La rotacion envia a un segmen#B| a otro [A'B'], igual en longitud y paralelo a éste, sienéfohomdlogo aA, B'

homélogo aBy (ﬁ,ﬁ) =a.
2. Larotacion transforma a una recta en otra, siendo el aragiie ellas.
3. Larotacion transforma un triangutsABCen otro iguaAA'B'C’ siendoA’, B',C’ homologos, respectivamenteAsB, C.
4. Larotacion transforma a un angulo en otro igual e iguatmerientado.

5. Larotacién transforma a un circulo en otro igual, siemdackentros de los circulos puntos homdlogos.

Figura 7.162: Ejempl831 Figura 7.163: Ejempl832

831 Ejemplo Dado un punt@ y dos rectag. y L', hallar un triangulodAABC, equilatero, que tenga el vértiBesobrelL y el
vérticeC sobrel’.

»Resolucion: Supuesto el problema resuelto, considérese la rotaciggoG Se tendré Geo-(B) =C. ¢ Como
encontrar C? Sea C la interseccion de la rectaylGa g (L). POngase ahora &g (C) = B. Es fécil percatarse
gue C y B cumplen las condiciones requeridas.

832 Ejemplo Considérese rectas paralela$/,N. Constriyase un triangulo equilatefdABCtal queA yaga sobré., B yaga
sobreM y C yaga sobré\.

»Resolucion: Véase la figur&.163 Fijese un punto A arbitrario de L. Considérese la rect@ese (M). SeaC la
interseccion de N y f0-(M). POngase ahora g0 (C) =B. «

833 Ejemplo Se construye, exteriormente, cuadrados en los 1afogs BC del triAnguloAABC, siendoP y Q los centros de
los respectivos cuadrados, como en la figire64 SeaM el punto medio del ladé&B. Demuéstrese queéM = QM y que
PM 1 QM.
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»Resolucion: Sean U y V las esquinas de los cuadrados opuestas a A y B, tiespeente. Notese que una
rotacion de90” en torno a C toma ahACV al AUCB. Luego PV y UB son iguales y perpendiculares/H?UB
vemos que we see PM es la mitad de larga y paralela a UB. De igaakra, MQ es la mitad de larga y paralela
a PV. Por lo tanto, PM y MQ son iguales y perpendiculares.

Figura 7.164: Ejempl&33.

834 Definicion Unareflexion con respecto al punto O o simetria central de ce@tes una funcion
Ro: ;

tal queO es el punto medio dEM M/] . El puntoM’ se llamgpunto homdlogalel puntoM con respecto a la simetria centiRg.

|:| Una simetria central no es otra cosa que el girg {3¢- y por lo tanto tiene las mismas propiedades de éste.

A
B (o4
€
o’ B E’ D c
D
E
Figura 7.165: Ejempl&40. Figura 7.166: Ejempl841

835 Ejemplo Por un puntaX, situado en el interior de un &ngulo, trdcese una rectarwota los lados del angulo en dos
puntos equidistantes dé
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»Resolucion: Constriyase la rectéd, simétrica con respecto a X de la re¢téuno de los lados del angulo). Para
hacer esto, elijanse dos puntos cualesquierd yeonstriyanse sus simeétricos con respecto a X, luego &daes
recta que los une. Sea S la intersecciér/deon el otro lado del angulo. Nétese que X esta a igual distadei

y ¢'. Constriyase ahora’ Shomdlogo a S con respecto a una simetria central de cent@bs$érvese que 8sta
sobrel. Esto resuelve el problema

Dado un poligono da lados, esta claro que se puede construir otro poligono cértises son los puntos medibg, ..., M,
de los lados. El siguiente ejemplo considera el problemameco.

836 Ejemplo Dados los puntoBy, ..., My, ¢ existe acaso un poligono cuyos puntos medios de los laddgsV?

»Resolucion: Sea Ry, una reflexion de centro MPéngase R, (Ac) = Axt1, con Ay 1 = A1, Una vez A es
elegido, los otros Aquedan determinados. Se vera ahora como elegit.a A

Obsérvese queifes un punto fijo de la composicion de reflexiones centralesAgy, o ... Ry, o Rv;. Notese
ademas que ya que una reflexion central es un giro con anguigtaeidn 17, un nimero par de composiciones es
efectivamente una traslacién, mientras que un niamero irapama reflexion central.

Asi pues, si la composicion es impar, va existir un punto lfgopémosle A. Se pondra entonces=AA. Si la
composicién es par, tal punto fijo no existe necesariameat@goblema no tiene solucioa.

° O//

Figura 7.167: Ejempl835 Figura 7.168: Ejempl&38

837 Definicion Unasimetria axial con ejé, o reflexién con respecto a la rectas una funciéon
S ;

tal quel es la mediatriz d@M M/] . El puntoM’ se llamapunto homdlogalel puntoM con respecto a la simetria axil

Se observa qug o S es la identidad. Es facil de verificar que la simetria axias&ece las siguientes propiedades:
1. Lasimetria axial envia a un segmefA@] a otro[A'B'], igual en longitud, sienda’ homélogo aA, B' homdlogo &B.
2. La simetria axial transforma a una recta en otra.

3. La simetria axial transforma un triangutoABC en otro igualAA'B'C’ siendoA’,B',C’ homélogos, respectivamente, a
A, B,C, pero cambia el sentido de orientacion de los vértices.




Tarea 175

4. La simetria axial transforma a un angulo en otro igual perdrariamente orientado.

5. La simetria axial transforma a un circulo en otro iguandp los centros de los circulos puntos homélogos.

838 Ejemplo Dadas dos circunferencias de ceroD’ y una rectd., hallar sobre. un punto del cual las tangentes trazadas
hasta las circunferencias desde este punto formen angélosdos cor..

»Resolucion: Véase la figuraz.168 Se refleja el centro Oa través de la recta L y se construye un circulo
homadlogo con centro © Se construyen ahora tangentes a los circulos d yf@r ser opuestos al vértideSG=

FSA. Por ser reflexion axiaéS\Bz B/S\G, de donde se deduce que S es el punto buscado. Hay cuatiorses,
ya que hay cuatro tangentes. En la solucion se considerésal caando ambos circulos yacian en el mismo lado
de la recta. Esta claro que la solucidon se simplifica si ambosutos yacen en lados opuestos de la reata.

839 Definicién Llamasehomotecia de centro O y constante de simililud una funcion

HO,)\: )
M - M

tal queOM = AOM'. SiA > 0 la homotecia se diagdirectay siA < 0, inversa

Es facil de ver quélo 1 es laidentidad y qulop —1 es unareflexion de cent Se observan ademas las siguientes propiedades:
1. Unarecta es homotética a otra recta.
2. Un triangulo es homotético a otro tridngulo semejanteiaigro.
3. Un angulo es homotético a otro angulo igual al primero.
4

. Un circulo es homotético a otro circulo concéntrico.

840 Ejemplo Dados dos circulos de centr@y O/, hallar los centros y las constantes de similitud de las hecs que
transforman el uno al otro.

»Resolucion: Tracese la recta pasando por los centros O’y Tacense ahora dos radios OA y&paralelos y

«— —
en el mismo sentido, en uno y otro circulo. Séaainterseccion de las rectaA' y OO Es facil ver ahora que
Hy = €suna homotecia directa que transforma al circulo de ce@tyoradio R en el circulo de centro @ radio
'R

R.

Para obtener la homotecia inversaolj = , Simplemente tracense dos radios OA"WOparalelos y en distinto
TR
sentido y sigase el procedimiento anterior. Véase la figdia <«

841 Ejemplo En el AABCconstruir, mediante reglay compas, un cuadrado tal que @saslvértices pertenezca al |d48),
otro al lado[AC] y los otros dos al ladBC].

»Resolucion: Constriyase primero el cuadrado BCDE exterior al la@&€] del triangulo. Sean Dy E’ las
intersecciones de las rectd® y,TE con el ladoBC]. Sea H , la homotecia de centro A tal queshi (D) = D’
y Ha(E) =E'. Sea BC'D’E’ la imagen del cuadrado BCDE bajo esta homotecia. Por constémn, BC'D'E’
cuadrado es. Ahora bien, los puntosBAB’ estan alineados, al igual que los puntosCAC’, de donde EC'D’E es
el cuadrado deseado. Véase la figurd 66«

Tarea
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842 Problema Dado un puntdA, una recta. y un circulol’, constrdyase un triangul
AABCtal queB yaga sobré. y C yaga sobré .

843 Problema Encontrais un antiguo mapa de tesoro en el badl del tatdmltilalia-

grama indica que partiendo del muelle debéis caminar hbsthle, doblar a la derech
90° y caminar igual distancia, clavando una estaca aqui, mamaduna. Luego regre-
séis al muelle, caminais hasta el pino, doblais a la izqai@€d, caminais igual distancia
y clavéis una estaca marcada con Mn&l tesoro se halla en el punto medio del segm
to [XY]. Como encontréis faciles las instrucciones, alquildisancdy viajais hasta lo:
mares del sur. Al llegar a la costa de tan pequefia isla, spazade encontrar el roble

el pino, pero, jay caramba!, del muelle no hay rastro porgue sa comido el salitre
¢ Como encontraréis el tesoro?

844 Problema SeaAABCisosceles ed. SeanM y N puntos sobre los ladd#\B] y

7.13. Teoremas de Cevay de Menelao

[AC], respectivamente. Las rectas BN y CM se cortan ef. Demostrar que

e —_ —_
MN || BC <= APM = APN.

845 Problema Considérese eNA1AA3 y seaPy un punto en el plano. Definase

[ As = As_3 paras > 4. Ahora se construye la sucesion de purpd,Ps,... de tal
F'hanera queAkH‘mp (P—1) = P. Demuéstrese que Bigos = Py, entonces\AjAxAz

es equilatero.

846 Problema Dados son tres circulos disjuntos dos a dos. Tracense fopureos de
interseccion de las tres tangentes exteriores comunesuétrase que esto puntos estan
alineados.

847 Teorema (Teorema de Ceva, 1678) Las tres ceviana&A', BB' y CC' de unAABCconcurren si y sélo si

BA
AC

AC
CB

@ O
J;H U!‘

+1.

Demostracion: = Usando el teorem&79se obtiene

CB

AC BA

[AAPQ [AAPB [APCH

1

< Presimase que AA BB se intersecan en P. Unase CP y extiéndase hasta AB, intadeleéen C. Como
AA, BBy CC’ son concurrentes, por la mitad del teorema ya demostrade&se t

AC”
C'B

Bx
AC

Pero por hipotesis
AC

CB’

BA
AC
Esto significa que

AC _
CB

de donde se colige qué €C". O

ce _
BA

+1.

cB
BA

+1.

AC’
C'B’

|:| Como el teorem®79 no depende de la posicién de los puntos involucrados, la deawon anterior es
valida aun cuando el punto P yace fuera del triangdié&BC.

848 Teorema (Forma Trigonométrica del Teorema de Ceva)

SeaP un punto arbitrario en el plano y en AIABC seaA’ el

punto de interseccion de las recfsRy BC, B’ el punto de interseccion de las recRRy CA, y C' el punto de interseccion de

las rectaPy AB. Entonces

serA/CE serB/A?( serC/BE_1

serC'CB serAC serB'BA
De manera reciproca, Af, B',C’ son puntos en los ladd®C, CA AB respectivamente, y si

serKC-B serB/A\A( ser(/ié\B'i

1

serC/’(FB serA/’A\C serB//Iﬁ\

entonce\A,BB,CC' son concurrentes.
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Demostracién: Se quiere demostrar que

—

serKC-B serB/A\A( serCBB 1
serC/'(FB serA/’A\C serB//Iﬁ\

si y solo si
AZ BX CY

ZB XC YA

Ahora bien,

AZ CAsemACC
zB BCserC'CB’
BX  ABserBAA
XC  cAserWAC’
CY BCserCBB
YA pABserBBA

Multiplicando y cancelando en estas tres igualdades sesnbtel resultadad.]

849 Teorema (Teorema de Menelao) SeanL,M,N puntos menelaicos de los ladBE, CAy AB del AABC. L,M,N son
colineales siy solamente si

Demostracion: —> Sean XY puntos arbitrarios de la recta LMN. Entonces

BL CM AN| _[ABXY [ACXY] [AAXY]
LC MA NBl [ACXY] [AAXY] [ABXY

< Prestimase ahora que la recta MN corta a AC énRor la mitad del teorema ya demostrada se tiene

BL” CM AN B

Pero por hipétesis
BL CM AN

LC MA NB
Asi

de donde l=L'. O

850 Ejemplo (IMO 1982) Las diagonalesCy CE de un hexagono regul&BCDEF son dividas interiormente en los puntos
My N, respectivamente, de tal manera que

AM_CN

AC CE
Determinese si B,M, N son colineales.

»Resolucion: Unase BE intersecando AC en P. Aplicando el teorema de Mea¢laCPE y a la recta BMN,

setiene cM 1 AB BE PB 1
7r ——

= - PB=ABCOSABP=_— = —— — —_ ="

MP r—1 ° 2 4 BE 4
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Ademas
EN 1-—r
NC ™ r
de donde se colige que
2—2r.}.1—r_1 r:ﬁ
2r—1 4 r 3

E F
851 Teorema [Invariancia bajo perspectiva] Seany L, dos rectas distintas sobre el planoASB, C, D son puntos distintos
sobrel, y siA, B',C/, D’ son puntos distintos sobte y si las recta®\A, BB', CC’, DD’ son concurrentes, entonces

AC-BD AC'-B'D
CB-DA CB-D'A’

Demostracion: Si AAX, BB, CC, DD’ se intersecan en O y si P es el punto de intersecciémdelk (si Ly||Lz,
entonces P es el punto en infinito). Véase la figui&9

Aplicando el teorema de Menelad’sABA, AA'PA, AB'PB, ABPB intersecandose con las rectas COD’, CC,
y DD’ respectivamente,

AC PC AO _,
CP CA OA
AD’ PD AC _,
DP DA OA 7
BD PO BO
DP DB OB

En multiplicando estas cuatro igualdades se colige

AC-A'D'-BC'-BD _
CA-DA-CB.DB

de donde
AC-BD AC .B'D
CB-DA C'B-D'A’

O

852 Teorema [Teorema de Simson] S€aun punto en el circuncirculo dABC. SearD, E, F los pies de las perpendiculares
deP aBC, CAy AB respectivamente. Entonc€skt, F son colineales.

Demostracién: Para demostrar que [E,F son colineales, se necesita demostrar que

AF BD CE
FB DC EA
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Nétese que AF= PACOSPAF, FB= PBcosPBF, BD= PBcosPBD, DC= PCcosPCD, CE= PCcosPCE, EA=
PAcosPAE. Por lo tanto,
AF BD CE (cosPAC)(cosP/B\D)(cosPCE)

FB DC EA  (cosPBF)(cosPCD)(cosPAE)

Ahora bien,lgAT: = P/C\D, PBD= IgA\E, PCE= 55\!:, de donde se consigue el resultado.

A D BC P

Figura 7.169: Teorem@51 Figura 7.170: Teorem@b2. Figura 7.171: Ejempl853

853 Ejemplo Refiérase a la figura171 D,E,F son, respectivamente, los pies de las perpendicularka &€, BaCAy deC
aAB. Tracense las rectas perpendiculareB@eAB, CA, BE, CF y searP, Q, M, N los respectivos pies de las perpendiculares.
Demuéstrese gque, Q, M, N son colineales.

Demostracion: El cuadrilatero BDHF es ciclico y la recta de Simson de D pase®M, N. En otras palabras
P,M,N son colineales. Arguyendo de manera semejante se demgastQM,N son colinealed.]

854 Ejemplo SeaH el ortocentroQ el circuncentro YR el circunradio deNABC. SeaD la reflexion deA a través de la recta
BC, E la reflexion deB a través de€Ay F aquella deC a través déAB. Demuéstrese qu®, E y F son colineales si y sélo si
OH = 2R. (Figura7.172)

Demostracion: SeaAPQR el triangulo cuyo triangulo de medianas A4\BC (esto es A es el punto medio
de QR, B el de RP y C el de PQ). Desde O, tracense rectas peguimdis a QR, RP y PQ, cuyos pies de las
perpendiculares son’DE’, F’ respectivamente. Por el teorema de SimsdnH) F’ son colineales si y sélo si O
yace en el circuncirculo dehPQR. Notese que el circuncentro dePQR es el ortocentro dehABC, esto es, H.
Asi, O yace en el circuncirculo dAIPQR si y s6lo si OH es igual ahPQR que e€R. Véase la figurg.1730

855 Teorema (Teorema de Ptolomeo) Dados cuatro puntos cualesquiera en posicion generalggstonguno de ellos coin-
cide, y no tres de ellos son colineales),
AB-CD+AD-BC> AC-BD.

La igualdad se cumple siy sélo si el cuadrilat&BCD es ciclico.

Demostracién: Sean L, M, N, respectivamente, los pies de las perpendesiide D a BC, CA, AB. Como
CLD=CMD =90, los puntos L, C, D, M son cociclicos. La figufal 74muestra uno de los casos posibles. De

todas maneras se tiene
CD-AB

LM = CDsenBCA=
se R ,
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en donde R denota el circunradio d&ABC. De la misma guisa,

AD-BC BD-AC
MN=""0=  IN=—2=.

En virtud de la desigualdad del triangulo, LMMN > LN. Utilizando las expresiones para LM, MN y LN se
obtiene

CD~AB+AD-BC>BD-AC
2R 2R — 2R

Esto demuestra la desigualdad deseada. La igualdad edesdiss si y solamente si L, M, N son colineales y
gracias al teorema de Simson esto sucede si y solamente sieleyeel circuncirculo dehABC[]

. . Figura 7.173: Ejempl@54.
Figura 7.172: Ejempl&54.

856 Ejemplo SeaP un punto en el circuncirculo dé&lABCyaciendo en el arcBC. Demuéstrese queA=PB+PC.

»Resolucion: El resultado se consigue de inmediato al aplicar el teoremdtblomeo al cuadrilatero ciclico
ABPC (figura7.175. <

857 Ejemplo Si un circulo pasando pdk corta dos lados y una diagonal del paralelogra&B&D en los punto®, Q, R tal
como en la figura , demuéstrese que

AP-AB+AR-AD=AQ-AC.

»Resolucion: Apliquese el teorema de Ptolomeo al cuadrilatero ciclic&y®obteniendo

AP-RQ+AR-PQ=AQ-RP
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) . - A AB
Véase la figurar.176 Obsérvese qu& ABC ~ ARQP. Al multiplicar esta Ultima igualdad por la constarﬁeé

se obtiene
AP-AB+ AR-CB=AQ-AC.

Reemplazando CB por AD, se colige el resultado

AP-AB+AR-AD=AQ-AC.

<
B D
D
P R \v c
NA . . C
) C
M A e O ‘
L ——— B
A P
B
Figura 7.174: Teorem@55 Figura 7.175: Ejempl&56. Figura 7.176: Ejempl&57.

858 Ejemplo SeamA, B, C, D, E, F, G vértices, nombrados en orden, adyacentes de un heptagpiarr®©emuéstrese que
1 1 1
- =,
AC AD AB
»Resolucion: En la figura7.177 aplicando el teorema de Ptolomeo al cuadrilatero ciclid®G¥%
AC-BF =AB-CF+BC-FA

Substituyendo BF por AD, BC por AB y FA por AC en la Gltima dessligad se obtiene

1 1 1
AC-AD=AB-AD+AB-AC = A_C+A_D = AR’

obteniéndose el resultada.

859 Ejemplo En elAABC, BC> CA> AB. D yace en el lad®8Cy E yace en la prolongacion dA producida mas alla d&
de tal manera quBD = BE = CA. SiP yace en el ladé&C de tal manera qug, B, D, P son cociclicos y seQ el otro punto de
interseccion d&P con el cicuncirculo deDNABC. Demuéstrese que

AQ+CQ=BP

Véase la figura.178
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»Resolucion: Obsérvese quAAQC~ AEPD porque
CAQ=CBQ=DEP
yA/Q\Cz 180° — ABD = EPD. Por otra parte, el teorema de Ptolomeo implica que
BP-DE =BE-DP+BE-EP

Asi pues
.. DP EP ., CQ _,AQ
|
E
F D
C
G
A B
Figura 7.177: Ejempl&58 Figura 7.178: Ejempl&59.
Tarea

860 Problema (Teorema de Van Aubel)  Demostrar que si eNNABC tiene ceviana
AA/BB,CC' que concurren eR entonces

CP_CA CB

PC = AB T BA

7.14. Puntos y rectas notables de un triangulo

861 Definicion Dado unAABC, si Ma, Mg, Mc son, respectivamente, los puntos medios de los [&I)CA y AB, los
segmentos\Ma, BMg, CMc son lasmedianagiel triangulo.

862 Teorema Las medianas de un triangulo concurren.

Demostracion: Denétense los puntos medios de los ladosBCAB por Ma, Mg, Mc. Refiérase a la figurd.179
Por definicion de las medianas

BMa =MaC, CMg=MgA, AMc=McB

y asi
AMc BMpy CMg
McB MaC MgA

Luego las medianas concurren gracias al Teorema de Ce43.(0]

=1
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863 Definicion El punto de concurrencia de las medianas de un tridngulasalelcentroideo baricentra
864 Teorema Todo triangulo es dividido por sus medianas en seis tridrsgue area igual.

Demostracion: Como losAGBMa y AGMAC tienen bases de igual longitud y las misma altura, se tiene
[AGBMa] = [AGMAC] =X,
digamos. De la misma manera
[AGCMg] = [AGMgAl =y,  [AGAMc] = [AGMcB] =z

Ahora bien
[ACAMc] = [ACMcB] = 2y+z2=27+2Xx = X =Y,

[AABMp] = [AAMAC] = 224+ X=2y+X = y=12

y porlotantox=y=2z[

865 Corolario El baricentroG del AABCtriseca cada mediana. En efedd;: GMy =BG: GMg =CG:GM: =2: 1.

Demostracion: Por el teorema64, [ABMaG] = 2[ABMaA]. Como ambos tridngulos tienen la misma altura,
[ABMAG] = Z[ABMAA] — MAG =2GA — AG: GMA =2:1

Las otras relaciones se demuestran de manera semdjante.

866 Teorema SeaG el baricentro deNABCYy L unarecta. Entonces

_ AN 4BB+CC

/
GG 3 ,

en dondeV', B',C’ denotan, respectivamente, los pies de las perpendicalesegA, B,C enL.

Demostracion: Sea M el punto medio de CA y N el punto medio de BG, como en la figl8Q Entonces
2GG =MM’ +NN/,

de donde
4GG =2MM’' 42NN = (AA +-CC) + (BB +GG)

y por lo tanto,3GG = AA +BB +CC. O
867 Corolario SeaG el baricentro deNABCYy seaP un punto arbitrario. Entonces
— 1l = = =
PG=3 (PA+PB+PC).

Aln mas, siA= (a,az), B=(b1,by), C = (cq1,¢,), entonces

<al+b1+01 az+b2+02>
G= it Bt .

Demostracion: El resultado se obtiene de inmediato del teoredfia [

868 Definicion El triangulo medialde un tridngulo dado es el triangulo obtenido al unir los gekas medianas del triangulo
dado.
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869 Teorema Los lados del triAngulo medial son paralelos a los ladosrdaidulo original y miden la mitad de los lados
correspondientes en el triangulo original. El area dehgilo medial es un cuarto del area del triangulo original.

Demostracién: Como2AM: = AB y2AMg = AC, y los triangulos\AMcMg y AABC comparten eA, se tiene que

ANAMcMp ~ AABC. Luegom = ABC y por lo tanto BC y MMg son segmentos paralelos. Un argumento
semejante demuestra que ABIAMg y AC|| MaMc. Se sigue, ademas queMaMgMc ~ AABC y quEMaMp =
AB, 2MaMc = AC, 2McMg =CB.

Ahora bien, comaAAMaMgMc ~ AABC, y2MgMc = BC, las alturas del/AABC son el doble de las alturas las
alturas delAMaMgMc. Asi pueSAABC = 4{AMaMgMc].OI

A
M B k M
M ° 1 y :
B B
Ma C Ma C

B N A M c

Figura 7.179: El baricentro. Teorerf&2. Figura 7.181: El triangulo medial.
Figura 7.180: Teorem@66.

870 Teorema En todo triangulo, el radio del circuncirculo de su triarguledial esz, el radio del circuncirculo del triangulo
original.

Demostracion: El resultado sigue inmediatamente del teoreta [

871 Teorema (Generalizacién de la ley de los senos)  En el AABC péngasea = BC, b = ACy c = AB. SeaR el radio del
circulo circunscrito ahABC. Entonces
a b c

~ = =~ = ~ =2R
serA semB serC

Demostracion: Se consideraran dos casosZsis agudo u obtuso.

, . ~ . — Tl . _
Presiimase primero qu& es agudo agudo. Sea DC un diametro. Entor€B® = > al estar inscrito en un
semicirculo. Asi cor a a

~ DC 2R
Ahora bienD = A, ya que ambos subtienden el mismo arco. Por lo tanto,

~ ~ a
sePA=semD = —
2R

De la misma manera se demuestra que

~ b ~ c
serB_ﬁ, y serC=_—,

demostrando el teorema en el casagudo.
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Presiimase ahora qu@ es obtuso. Se tiene que

~ a
sermD = —.
2R

En este casd) = m—A, porque angulos opuestos inscritos en un cuadrilaterossgulementarios. Como
ser{rm—A) = sen{m—A) = —ser{—A) = serA,

se deduce que a
sem = ser{nfﬂ) =serD = —,

2R
de donde queda demostrado el teorefma.
A A
B /
D C D C
B
Figuraz.182: Generalizacion de la ley de los Figura 7.183: Generalizacion de la ley de los
senosA agudo. senosA obtuso.

872 Teorema SeaR el radio del circulo circunscrito déhABCy sean las longitudes de sus lados BC, b =ACy c = AB.

abc
EntoncesAABC = R

Demostracion: Se tiene N
abserC  abc

2 4R’

[AABC =

por la ley de los seno§l

873 Teorema Las alturas de un triangulo concurren.

Demostracion: Obsérvese que

AHc CcOtA BHay cotB CHg cotC _ AHc BHa CHs
HcB  cotB” HAC  cotC’ HsA  cotA HcB HaC HgA ™

Luego las alturas concurren gracias al Teorema de Ceva EreaB47).
O

874 Definicion El punto de concurrencia de las alturas de un triangulo slkeortocentrodel triangulo.
875 Definicién El triangulo 6rticodel AABCes el triangulo cuyos vértices son los pies de las alturas éé&C.

876 Teorema Las bisectrices angulares de un triangulo concurren.
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Demostracion: Gracias al Teorema de la bisectriz (TeoreGi&d),

AC CB AB AC BC AB AC BA CB

AC CB BN AC CB BA CB AC BA ™

y el resultado se obtiene por el Teorema de Ceva (teofefipn [

877 Definicién El punto de concurrencia de las bisectrices angulares deéamgtlo se llama ehcentra

878 Teorema Sear el radio del circulo inscrito deNABCy sean las longitudes de sus lados BC, b= ACy c = AB. Sea

a+b+c . .
s= atbrce el semi-perimetro. EntoncésABC = sr.

Demostracion: De a figura7.79se tiene

[AABC] = [AIBC] + [AICA] + [AIAB] = % + % n % —sr

A
F E
B
D
C
Figura 7.184: El incentro. Teorema Figura 7.185: Punto de Gergonne y
876. tridngulo de Gergonne.

879 Teorema Las cevianas a los puntos de contacto de un tridngulo coma@uainscrito concurren.

Demostracion: Enlafigura7.185 AF =EA, FB=BD y CE=EA, ya que tangentes desde un punto a un circulo

son congruentes. Luego

AF BD CE_
FB DC EA

y las cevianas concurren gracias al Teorema de Ceva (teofta [

880 Definicién El punto de concurrencia de las cevianas a los puntos deatortte los lados de un triangulo con su circulo
inscrito es epunto de Gergonne

881 Definicién El triangulo de Gergonndel AABCes el triAngulo cuyos vértices son los pies de las las cevialas puntos
de contacto de los lados dalABC.

882 Teorema (Recta de Euler) En un triangulo dado, el ortocentit, el circuncentrd y el baricentrdG son colineales y se

satisface
oG }

GH 2
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Demostracién: Sea H; la proyeccién del ortocentro H en el lado AC. Luego

AHg  ccosA
=—— = = 2RC0SA = 20Ma.
serC  serC A
Si OH y AM\ se intersecan en ‘GentoncesAAGH ~ MAG'O y AG = 2G'Ma. Esto implica que G= G, el
baricentro deAABC.O

883 Teorema Los pies de las tres alturas de cualquier triangulo, losqgauntedios de los tres lados, y los puntos medios
de los tres segmentos de los vértices al ortocentro toda@nyat el mismo circulo, llamado el circulo de nueve puntos de
Euler-Feuerbach.

Demostracién: Como BC es un lado comin Al/ABC y AHBC, cuyos otros dos lados son bisecados respecti-
vamente por M, Mg y J, K ambos segmentosMc y JK son paralelos a BC $MgMc = 2JK = BC. De igual
manera, AH es lado comunaBAH y ACAH, de donde W y MgK son paralelos a AH McJ = 2MgK = AH.
De aqui, MMMcJK es un paralelogramoy como BCAH, MgMcJK es un rectangulo. De igual maneraaMglJ
y McMaKI1 son rectangulos. Luego M, MgJ y McK son tres diametros de un circulo. CorvpaHal = 7—T, el

circulo con Myl como diametro pasa por A1 De igual manera se demuestra que pasa pgyhbor He.O

Figura 7.186: Recta de Euler. Figura 7.187: Circulo de nueve puntos de Euler-Feuerbach.

884 Teorema El radio del circulo de nueve puntosgsla mitad del radio del circulo circunscrito. Su centro esreluncentro
del triangulo medial.

Demostracion: Al pasar el circuncirculo medial y el circulo de nueve pumios Ma, Mg y Mc, ambos circulos
coinciden, de donde se deriva la asercion, ya que el radieidalincirculo del triangulo medial eg.D

885 Ejemplo Dos circulosC; (con centrdD;) y C, (con centrdD,) se intersecan en los puntdsy B, como en la figura . Al
extender la rect®;B, esta se interseca c@3 en E. Al extender la rect®,B, esta se interseca c@ enF. Se construye
una recta paralelaBF a través deB cortando &C; enM y aC, enN. Demuéstrese qu® ese el incentro dehAEF y que

MN = AE+ AF.

»Resolucion: Obsérvese qué0O;A0, = O;BO, y por tanto
0,A0; = 0;BO, = 180° — O;BF = 180° — O,F O

y asi AQFO; es un cuadrilatero ciclico. Por simetria, E también yace ste €irculo, de donde se ha demostrado
gue B es el incentro dehAEF.
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Ahora bien,@ — 2AFB yw — 2MBF = 2EFB. Como B yace el bisector angular interior d@\E, se ha
demostrado que AE MB. De igual manera se demuestra que ABRIB por lo tanto MN= AE 4 AF. «

886 Teorema Un puntoP dentro delAABCes el incentro del triangulo si y sélo si
1. Pyace en el bisector angular del éng(II/A\By

2 B/\PC: 180° +CAB.

2
Demostracion: Es claro que el incentro de un tridngulo satisface las coindies mencionadas. Por otra parte,
el conjunto de puntos en el plano que satisface la primeraimdin es un segmento de recta dentro del triangulo,
en tanto el conjunto de puntos que satisface la segunda cidndis un arco. La interseccién de estos dos lugares
geomeétricos es obviamente Unica, el incentro del triangdlo

B

Figura 7.189: Teoremas386 y
thm:criterio-ortocentro.

Figura 7.188: Ejempl@&85.

Figura 7.190: Teorem@38a

La siguiente aserciones son evidentes.

887 Teorema Un puntoP dentro del triangulo aguda@BCes el ortocentro del triangulo si y sélo si

1. APLBCy

2. CAB+CPB= 180.

888 Teorema SeaD un punto en el circuncirculo dé&lABCtal queAD biseca aCAB Un puntoP en el segment8D es en el
incentro del triangulo si y s6lo §1B = DP (o lo que es equivalent®C = DP). En este casd es el circuncentro dehBPC.

889 Ejemplo (IMO 2002) SeaBC un diametro del circul& con centroO. SeaA un punto erfs tal queﬁ)\c> 60°. Sea

D el punto medio del arcAB gue no contiene €. La recta a través d@ paralela aDA interseca &AC enJ. La mediatriz
perpendicular d®Ainterseca cor¥’ enE y F. Demostrar qud es el incentro dehCEF.

»Resolucion: Como EA= EO y OE= OA, AOAE es equilatero. Ya quaAOC > 60°, F yace en el arco
menorAC. Se sigue qug(-:\F = AEF = % =30y ACE = %ATO\E: 30° = A/(ﬁ:, de donde J yace en el bisector
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_— o — 1= —
angularECF. Ahora bienACB= EAOB: DOB, luego AQ| DO y por lo tanto ADOJ es un paralelogramo. Luego
AJ=DO=A0=AE. Por el teorem&88 J es el incentro del\CEF. «

Figura 7.191: Ejempl&89. Figura 7.192: Ejempl&90.
Figura 7.193: Teorem@9l

890 Ejemplo (CMO 1999) En el triangulo agudéBC, C>B Desun punto eBCtal queATD\B es obtuso. Seld el ortocentro
del AABD. El puntoF esta en el interior dehABCYy en el circuncirculo denNABD. Demuéstrese que es el ortocentro del
AABCsiy solo siHD || CF y H yace en el circuncirculo délABC.

»Resolucion: Por el teorema&887 se necesita demostrar que

1. CFLAB
2. BCA+BFA= 180

Como H es el ortocentro dél ABD, se tiene HDL AB. Asi (1) es equivalente a HDCF. Se necesita demostrar
ahora que (2) es satisfecha si y s6lo si H yace en el circunkirdel AABC. Obsérvese quiFB = ADB =

180° — AHB. Asi, (2) se convierte ACB=AH B, que equivale a decir que H yace en el circuncirculoaBC.
<

891 Teorema (Teorema de los tres circulos de Carnot)  Tres circulos de radio unidad se encuentran en el feiptias otras
intersecciones de cada dos de ellos son los pukitBsy C. Demuéstrese que es el ortocentro dehABCy que circunradio
de AABCes 1.

Demostracién: Sean DE,F los puntos en cada circulo diametralmente opuestos a Pé@bse quéﬁz
PAF =90° y PE= PF = 2, lo que implica que A yace en el segmento EF y PA es la medgrizendicular de
EF. De igual manera, PB y PC son las mediatrices perpendieglde PD y DE respectivamente.

En adicion, elAABC es el triangulo medial dehDEF, y por lo tanto el circunradio deNABC es la mitad del
circunradio delADEF. Como P es el circuncentro d&lDEF, P es ademas el ortocentro del triAngulo medial del
AABC y el circunradio denNDEF es2. Luego, el circunradio deNABC esl.[
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Tarea

892 Problema Demuéstrese que el circuncentro de un triangulo coincideet@rto- | Demostrar que los baricentros de los triangutoSBCy ALMN coinciden.
centro de su triangulo medial.

894 Problema  Por el baricentrds de un tridngulo se traza una recta que corta al lado
893 Problema En el AABC, los puntosL,M =,N yacen sobre los segmentp&B], | ABenPy al ladoAC enQ. Demuéstrese que
[BC] y [CAJ, respectivamente, satisfaciendo

PB QC 1
AL _BM _CN PA OA=T
AB BC CA
7.15. Potencia de un punto con respecto a un circulo
A
Al
A D
B 3
B F C
B
Figura 7.194: Teorema Figura 7.195: Teorema Figura 7.196: Ejemplo
895 895 900

895 Teorema (Interseccién de cuerdas)  Seda# un circulo yP un punto no ef¥’. Seal unarecta pasando pBrue interseca
a<% en los punto®\ y B. Entonces la cantida@A x PB es independiente dg esto es, si’ es otra recta que pasa @@y que
interseca & enA'y B/, se tiene

PAx PB=PA x PB.

Reciprocamente, #i,B, A’ B, son cuatro puntos no alineados, si las reétBsyy A'B' se encuentran el y si PA-PB=
PA - PB como segmentos dirigidos, entonde®, A', B’ yacen en el mismo circulo.

Demostracion: Supéngase primero que P yace en el interior del circulo. Oglara7.194se tieneAAP = PBB
—_ —/
y APA = BPB, asiAPAA ~ APBB, dando PAPB = PA//PB, esto es PAPB=PA - PB.
Supodngase ahora que P esta en el exterior del circulo. Sea funto de tangencia desde P, como en la figura
7.195 EntoncesAPTA~ PBT yAPBA ~ APBA. Asi
PT PB PB PB 2 ,
A~ PT ﬁ_ﬁ:>PT =PA-PB=PA -PB.

Reciprocamente, s& el circuncirculo del trianguladAABA. La recta PAcorta® en un punto C tal que PAB=
PA.PC. Luego
PA-PB=PA-PB, PA.-PB=PA-PC =— PB =PC.

Como PBy PC son segmentos dirigidos, se tiede-BC, completando la demostracidn.

896 Definicién La cantidadP”A x PBen el teorem&95se llamapotencia de Ron respecto al circul®’.

897 Teorema Un circulo de radio con centrd esta dentro de un circulo de radRa> r y centroO. SeaA un punto arbitrario
en el circulo mayor, y seadBy AC dos cuerdas en el circulo mayor, ambas tangentes al ciradomEntonceBC es tangente

al circul menor siy s6lo 40 = /R(R—2r).
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Demostracion: Sea S un punto en el circulo mayor tal que AS es la bisectrialandel BAC. Tracese Cl yCS.

BC es tangente al C|rculo menor si y soIoBﬁI ICA. A su vez, esto sucede si y SOIB8l = CIs, ya que
CIS=ICA+IAC = ICA+SCB. AdemasSCi=CIS si y s6lo si SG Sl. Sea MN= 2R elrd|ametro del circulo
mayor que pasa por | y O. Entonces SCSI si y so6lo si SIIA = SC- 1A = 2Rsena - P 2rR, en donde

a =CAS.

En virtud del teorema, SIA=MI -IN = (R—d)(R+d), en donde d= 0. Luego se tiene SIA = 2rR si y sélo
si (R—d)(R+d) = 2rR, lo que equivale at= R’ — 2rR. 0

898 Corolario (Teorema de Euler) Seal el centro del circulo inscrito @ el centro del circulo circunscrito al triAanguleABC.
Entonces

OI2=R?—2Rr.

899 Corolario Dos reales > 0y R > 0 son el radio del circulo inscrito y el radio del circulo cinscrito delAABC, respec-
tivamente, siy solo 9R > 2r. AdemasR = 2r si y s6lo si elAABCes equilatero. IR > 2r entonces existe un namero infinito
de triangulos no semejantes teniend®@mo circunradio y como inradio.

C

Figura 7.197: Teorem@97.

900 Ejemplo (SPCMO 1996) SeaBD la bisectriz angular déd del AABCconD yaciendo emAC. El circuncirculo den\BDC
interseca &B enE y el circuncirculo deNABD interseca 8C enF. Demuéstrese qusE = CF.

» Resolucion: Por el teorema395

AD_AE  CD_CF _ AE_ADxCB_
AC AB" CA CB CF ABxCD

pero esta Ultima cantidad €s por el Teorema de la bisectriz angula.

901 Ejemplo SeanA, B,C,D cuatro puntos alineados en este orden. Los circulos corettiashAC y BD se intersecan en los
puntosX y Y. La rectaXY interseca la rectBC en el puntaZ. SeaP un punto enXY distinto deZ. La rectaCP interseca al
circulo con diametré\C en los punto€ y M. La rectaCP interseca al circulo con diametAL en los punto€ y M. La recta
BPinterseca al circulo con diametBD en los punto8 y N. Demuéstrese que las rectsldl, DN y XY son concurrentes.
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»Resolucion: Tracese DE paralelo a CM, intersecando XY en E. TracesepAElelo a BN, intersecando XY
en E. Se quiere demostrar que-EE’. Obsérvese que

ZE ZE ZP ZA ZC

ZE ~ ZP ZE 7B ZD' (7.19)

Por el teorema395
ZA-ZC=ZX-ZY =Z7ZB-ZD.

Por lo tanto (7.19 da ZE= ZE'. Se concluye que AM, DN, XY son las alturasfi&iDE y por lo tanto, concu-
rrentes.«

) . Figura 7.199: Ejemplo
Figura 7.198: Ejemplo 902
901

902 Ejemplo AB es una cuerda de un circulo que no es un diametro. Las cukiBasy A;B; se intersecan en el punto
medioP de AB. Las tangentes al circulo deséley B; se intersecan e@; y las tangentes desde y B; se intersecan e@;.
Demuéstrese que,C; || AB.

»Resolucion: Sea O el centro del circulo, digase que {d6terseca a AB; en M, OG interseca a AB; en
N y OG interseca a AB en K. Evidentemente, OM y ON son, respectivterrias mediatrices perpendiculares

de AB: y ABo. Asi,gl\ﬂD: ONP = 90°, por lo que QM,P,N yacen en el mismo circulo. Esto implica que
ONM = OPM = 90° — MOP = OKA.
Ahora se demostrara que M3, N yacen en el mismo circulo. Obsérvese gi@A;C; y AOB,C, son tridn-

gulos rectangulos, de donde
OM-OC; = OAZ = OB3 = ON- OG,.

Se tiene pues qUBC,C, = ONM = OKA, completando la demostraciéa.

Tarea
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903 Problema Demostrar que si las cuerddgB; and B;C; en el circuncirculo dell gente al incirculo.
AABC son tangentes al incirculo, la cuer@gA; (en el circuncirculo) es también tar-
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Indicaciones y respuestas

8 Presgmafe quaC > BCy coloqueseD en el segmento de rechC de tal manera quAD = BD. Luego AADB es isésceles eD y se
tendrdA = B, contradiccion.

9 Siy/a< aentoncesy < az, lo que implica quex(1— a) < 0, desigualdad imposible al sekOa < 1.

. 1
10 Setiene - 107000 < a < 1. En cuadrando,
2 1 2

1= 000 * 70000 < @

v 1 1 0 .
a que—m+ W} < 0, se tiene
1 1 1 1 )

1= o000 <1~ 7000 — 7gp000 T oa000 < 9

11 Setiene
X2+ 2x+2 = (X +ax+b)(x%+cx+d)
= X*+(a+¢)C+ (d+b+ac)x’ + (ad+ be)x+ bd.

Asi

bd=2, ad+bc=2, d+b+bc=2 a+c=2

Presumase quee b, c,d son integros. Entonces corbd = 2, by d deben ser de paridad opuesta, el uno pary el otro non. Ldiedmseria
non, y comad + b+ bc =2, bcdeberia ser non, lo que hace tanto@mo ac nones, de donde es par. Asi puead es par yad+bc=2 no
puede ser, ya quad es par ybc non, contradiccion.

20 Decompdngase el conjunto en lopares
{1,2},{2,3},...,{2n—1,2n}.

Como siempre se tomaran dos enteros consecutivos, esiosrskativamente primos.

21 Cadaentero es de laform@@en dondea > 0 es entero ynes impar. Como solamente hagnteros impares en el conjurth 2, . .., 2n},
de losn+ 1 enteros tomados, dos tendran la misma parte impar, digatnog 2°m. Luego sia < b se tendra que®n dividira a Pm Se
dara otra solucion en el problerd

22 Hay n residuos posibles diferentes cuando se divide a un entern, @si entren+ 1 enteros diferentes habra dos dejando el mismo
residuo al dividirse pon. Su diferencia sera divisible par

23 20

24 Dividase al cuadrado en 4 subcuadrados congruentes, cos fadalelos al cuadrado original. Dos de los cinco puntesiacaen un
subcuadrado. Pero como la distancia maxima en un subcueaesesl diagonal de@/z unidades de longitud, el resultado se cumple.

38 Hay 27 sumas distintas. Las sumas 1y 27 se obtienen de marieaa(én 100 y 999). Cada una de las otras 25 sumas aparecaad me
tres veces. Luego si se sacart2?5+ 1 = 53 boletas, al menos 3 tendran la misma suma.

194
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45 SeaP(n) la aseveracion:(1+ v/2)?"+ (1—v/2)?" es par {1+ v2)>" — (1—+/2)®" = bv/2 para alglib € N.” Si n = 1, entonces vemos
que

(1+v2)2+(1-V2)% =8,
que es par y que

(1+V2)2—(1-V2)2=4v2.

Asi P(1) cierta es. Presimase gagn— 1) es cierta para > 1, i.e., presumase que
(1+v2)2Y 4 (1—v2)2"=Y 2N

para algin enterdl y que

(142201 — (1-v2)2 Y = a2

para algun entero positive

Considérese ahora
(1+ V22" + (1-vV2)*" = (1+ V2)2(1+V2)" 2+ (1- V2)*(1-V2)" 2.
Esto es
(3+2V2)(1+ V22" 2 (3-2V2)(1-V2)"2.
En utilizandoP(n— 1), esto simplifica a
12N 42v/2av/2 = 2(6N + 2a),

un entero par y de manera semejante
(14+v2)2"— (1—v/2)*" =3av/2+ 2V2(2N) = (3a+4N)V/2,
estableciendo la veracidad Bén).

46 Paran= 1, la aseveracion es cierta, ya dfe- 1 = (k— 1) (k+1) es el producto de dos enteros pares consecutivos, y porttodiisible
por 8. Hagase la hipotesis qué2|k2' — 1, y demostremos que™23|k? " — 1. Comok?""" — 1= (k%' —1)(k?" +1), vemos que 2"2 divide
a(k®"— 1), de donde el problema se reduce a demostrar qu@“} 1). Pero esto es obvio ya que el imp&? torna ak®" + 1 par.

47 Este es el problem&7. Aqui se dara una solucién por induccion. Notese que la gwiudilizando el principio de las pichoneras es mas
sucinta.

Supodngase que de entre lasrimeros 12,...,2n, conn > 2, se han encontrado+ 1 nimeros tales que ninguno de ellos es divisible
por cualquier otro. Dendtese este conjuntmdel nimeros poM,1. Se demostrara que si asi occurriese seria posible selacde entre
los 2n—2 ndmeros 12,...,2n— 2, un conjunto conteniendonumeros tales que ninguno de laimeros sea divisible por cualquier otro.
Se observan los siguientes casos:

1. Mp41 no contiene al nimero2-1 ni al nimero 2.
2. Mp1 contiene a@—1 pero no a @.
3. Mp,1 contiene a@ perono a a— 1.
4. Mp41 contiene tanto ar?— 1 como a 2.
Veamos

1. Quitese un nimero arbitrario del conjuMg,.1 . Entonces quedamndmeros ninguno de los cuales es mayor que 2. Ninguno de
éstos es divisible por cualquier otro.

2. Quitese el nimeran2- 1 del conjuntaM,, ;1 . Efectivamente, de nuevo, entre loeimeros restantes, ninguno es mayor que 2 'y
ninguno de ellos es divisible por otro cualquiera.

3. Quitese el nimerandel conjuntoMp -1 ; el resultado es el mismo que en los casos 1y 2.

4. Antes que todo, obsérvese que el nimeno puede pertenecer al conjur¥, 1 ; en caso contrario, el conjuni, 1 contendria a
dos los nimerosa y 2n; y 2n es divisible entra. Quitese ahora los dos nimeres-21 y 2n del conjuntoM,, ;1. Denétese poy,_1
al conjunto de los1— 1 nimeros que quedan. A continuacion agréguese el nimaroonjuntoM,,_1, obteniendo de este modo un
conjunto den nimeros, ninguno de los cuales es mayor que 2. Falta demostrar que de estoslimeros, ninguno sera divisible
por cualquier otro. Como el conjunid,1 no contuvo dos nimeros de los cuales uno fuera divisible Ipgir@ el conjuntoMy,_1
tampoco contendra tales numeros. Por lo tanto, es séloararesdemostrar que no existe dos nimeros tales, alin csanagrega
el nimeron al conjuntoM,_;. Para hacerlo, basta demostrar (I) Que ningln nimeid,en es divisible por ny (II) Quen no es
divisible por nimero alguno év,_1. La primera proposicion se deduce del hecho de que de losrogmeM,,_1, ninguno es mayor
que 21— 2. La segunda se deduce del hecho de queces divisible por nimero alguno de liR_;. Asi se ha demostrado que si la
proposicion es falsa para logr2- 1) nUmeros 12,...,2n— 2. De aqui que, si la proposicién es verdadera para(los-2) nimeros
1,2,...,2n—2, también debe ser verdadera para los@meros 12,...,2n. La proposicién es verdadera para los dos nimeros 1y 2;
de aqui que es verdadera para todos los conjuntos déreros 12,...,2n, donden es un nimero natural.
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48 Paran =1, tenemos
0-1= fofl = 12* (1)1 = ff* (1)1:

de donde la asercion es cierta para 1. Supongamos que> 1, y que la asercion es cierta paraesto es
fo1foer = f3+ (-1

Usandof,;2 = fr1+ fn, y por la hipotesis de inducci(’)rﬁ,f = fn_1fne1— (—1)". Esto significa que

fafire = falfaps+fa)
= fofppr+ 2
= fafppr+ facafapr— (1"
= foalfat foo) + ()"
= forafaea+ (1"
de donde se colige el resultado.

49 Utilizarase induccion robusta. Obsérvese que 8+5,9 =3+ 3+ 3,10=5+5, de donde se puede paga®8o 10 pesos con las
susodichas monedas. Presimase que se puederpa@an— 2, y n— 1 pesos, esto es, qu&-8 5y = k tiene soluciones no negativas para
k=n—3,n—2yn—1. Demostrarase que también se pueden obtener soluciare3xgaby = k conk=n,n+ 1y n+ 2. Ahora,

3X+5=n—3= 3(x+1)+5y=n,
31 +5y1 =n—2=3(x1+1)+5y; =n+1,

3 +5y, =n—1=3(xo+1)+ 5y, =n+2,

y asi silas cantidades- 3,n—2,n— 1 se pueden pagar, también se puede pagar las cantidades, n+ 2. La aseveracion queda demostrada
por induccion robusta.

50 Elresultado es inmediato pamna= 1 ya que - % = 2(11L+21) Prestimase que paka> 1

(1* %1) (1*%) (1* (k+11)2> - 2(kk++21)'

Por la hip6tesis de induccién,

(17}1) (1*%)”'<1*(k+12)2> - 2(kk++21) (1* (k+12)2>
o k+2 (k2+4k+3>

2(k+1) \ (k+2)2

_ k+2 ((k+1)(k+3)>
2(k+1) (k4-2)2

_ k+3

 2(k+2)’

estableciendo el resultado p&ra 1.

51 Paran =0 esto es cierto, ya qué @ 12+ 2% = 9. Prestimase qué€ + (k+ 1)3+ (k+2)3 = 9N, en dondeN es un entero. Se demostrara
que(k+1)3+ (k4 2)% + (k+ 3)% es también un multiplo de 9. Pero

(k4134 (k423 + (k+3)3 = 9N+ (k+3)° — k3,
en virtud de la hipétesis de induccion. Esto es
ON + (k+3)% =k = IN + (K3 + 9K? + 27K+ 27) — k& = ON + 9K? + 27k + 27 = 9(N + k? + 3k + 3),

multiplo de 9, como se queria demostrar.
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52 El enunciado es obvio pare=1. Si

1 1 1
1+ — 4o — <2 =
+ % +- 7 < n
paran > 1 entonces
RN Sy SN S
22 (n+1)2 n (n+12

Se demostrara que pana- 1

1 1

— <2— .
nt (n+1)2 n+1
Pero esto de inmediato resulta de la desigualdad

1 1 1 1 1 1 1
nin+1) < (n+1)?2 = - < 7_:_(17_):_.
(n+1) <(n+1) (n+1)2 n nin+l) n n n+1 n+1
53 Primero demostramos que todos los elementds @@seen la misma paridad. De cierto, gea% y seanA (con suma de elemente$
y B (con suma de elementb} dos subconjuntos camelementos cada uno verificando

¢\ {x} =AUB; ANB=g; a=hb.

De manera semejante, sga ¢ y seanA’ (con suma de elementad y B’ (con suma de elementt¥) dos subconjuntos camelementos
cada uno verificando

“\{x} =A UB; AnNB =g; a=nb.
Sic es la suma de todos los elementos@antoncex = x+a+b = x4 2ay tambiénc=y+a +b' =y+2a’. Asiy—x=2(d —a) y x,y
tienen la misma paridad.

Ahora demostraremos la igualdad de todos los elementosidacéion, donden se mantendra fijo y se inducird en el maximo de los
elementos de
€= {017 C2,... 7C2n+1}~

Si  max =1entonces; =cy=...=Cy41 =1, por ser todos los elementos estrictamente positivosuRr@se pues que el enunciado
1<i<2n+1
es ciertocuando maxc; =t > 1. Sea
1<i<2n+1

F = {fl7 f27 [EEX] f2n+1}

un conjunto de enteros positivos no nulos verificando laipdawl del enunciado con  maxf; =t+ 1. . Tenemos dos casos: o bien todos
1<i<2n+1

los elementos d&¥ son pares o bien todos nones.

Si todos los elementos d& son pares, aplica la hipétesis de inducciéffg/2, f2/2,..., foni-1/2} porque

max fi/2=(t+1)/2<t
1<i<ont1 i/2=+1)/

y al ser todas la$;/2 idénticas también lo seran I&s

Si todos los elementos d& son nones, aplica la hipétesis de induccidit +1)/2,(fo+1)/2,...,(fons-1+ 1) /2} porque

ax (f+1)/2=(t+2)/2<t
KE%H“+)/ (t+2)/2<

y al ser todas lasf; +1)/2 idénticas también lo seran I&s

54 Razonamos por induccion sobre+ n. Como
n<aj+ap+---+an<mn

se sigue quen> 1. De igual manera se demuestra que 1. Paran+n=4 se tienen=n= 2, y las igualdades posibles sof-1=1+1
y 1+2=2+1, de donde se colige el resultado. Supéngase que el resekaderto park = m+n > 4y considérese

aitay+---+an=br+by+---+by<mn

dondem+n=k+ 1. Sin perdida de generalidad se puede presumiages la mayor de todas lasy queb; es la mayor de todas l&g. Si
a; = by no cabra nada que demostrar, pues se podran suprimir estdsdse y se lograra una suma restante idénticay Si by entonces

(ag—by) +ap+---+an=bp+---+by,

b2+~~~+bn<mn—%‘:n(m—1).

Comon+ (m—1) =k, podemos aplicar la hipotesis de induccién, obteniendeseltado.
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55 LasfigurasA.1, A.2, y A.3 proveen una descomposicién en 4, 6, y 10 subtriangulosscégpmente. Asi pues, dadpse puede construir
o bienn+ 3 triangulos on+ 5 triAngulos. Obsérvese ahora que toda 6 puede ser escrita de la manerat3®by = n, lo que se puede
demostrar con otra induccion, a la manera del problégna

Figura A.3: 10 subtriangulos equilate-

Figura A.1: 4 subtriangulos equilateros. Figura A.2: 6 subtriangulos equilateros. ros

56 Sisfuese una potencia de 2 entonces no hay nada que demossigacsiestrictamente entre dos potencias de 2, digaFrT&sés< 2,
entonces < 2 < 2s< 21, por lo que el intervalds; 2| contiene a 2, una potencia de 2.

61 Silatuviere entonces
2 2 22
an 1 —an=an—an 1 m=2,3,4,....
Como claramente se tielg 1 +am > am+am_1 se deberé tener

dm+1—am<am—am-1

param > 2. Esto se puede escribir como
d—a>az—a>ay—az>...

una sucesion infinita de enteros positivos estrictamermtediente, lo que es imposible.

65 SeaO el centro del disco, y seay, Ay, ... A7 los siete puntos en cuestién. Si ninguno de ellos es el cdntrdisco, entonces el menor
entre los angulos;OA; es estrictamente inferior a 60SeanA y B los puntos correspondientes a este angulo. Por la ley desenos de

Al-Kashi .
AB? = OA? + OB? — 20A- OBCoSAOB —> AB< 1,

lo que es una contradiccion.
81 Pongax = 123456789. Entonceg — (x+2)(x—2) = 4.
82 52

84 Pista:
220F555 | 555222 _ (222?555 n 45555) n (555§222_ 42222) — 45555_ 42222)_

158 Pista:n®+15n+122=n’+3n+2=(n+1)(n+2) mod 6.
160 63

166 Pista: Demuestre primero qué®3=1 mod 100.

179 2

180 $0,73

194 Los puntos 16, 17, ..., 48 son 33 en total y estan del mismodatidiametro que une al punto 15 con el 49. Para cada uno detesto
un punto correspondiente y opuesto en la circunferencigpées hay un total de-33+ 2 = 68 puntos en total.

195 Los factores de® son 12,22,...,2%. Observemos que*2 = 1024 y por lo tanto 2 = 1048576. Luego ¥ = 524288< 1000000<
1048576= 2. Por lo tanto, son los factore$%22%%, ... 2% los mayores de 1000000. Estos constituyen un total de2@b+ 1 = 76 factores.

196 En utilizando
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9.1=9 enteros de 1-digito,
90-2 =180 enteros de 2-digitos,
900-3=2700 enteros de 3-digitos,

un total de 9+ 180+ 2700= 2889 digitos han sido utilizados, asi pues el 3000-avoditgbe de pertenecer a los enteros positivos de
4-digitos. Quedan pues 306®889= 111 digitos para ser usados y como H4-27+ 3, el 3000-avo digito es el tercer digito del 28-avo
entero positivo de 4-digitos, esto es, el tercer digito & 46s decir, el 2.

197 Presumiremos conocido el que los enteros naturales serptgcterizar en factores primos de una manera Unica. Ergomees, al
expandir el producto
(1424224 +28)(1+343%+..-4+3%)(14+5+5%)
obtenemos todos los factores dt8%5? y sélo factores de este ntimero. Asi pues, hay tantos faatores términos en el producto. Por lo
tanto, hay(1+8)(1+9)(1+ 3) = 320 factores.
La suma de los divisores la obtenemos sumando las tres genatricas anteriores:

291 3101 581
2—-1 3-1 5-1

= 467689684

En general, sh = pel11 . pgz ... p%, donde lago’s son primos distintos y si(n), o(n) denotan, el respectivamente, el nimero de divisores
positivos den y la suma de los divisores positivos deel razonamiento anterior nos dice que

d(n) =(ar +1)(ax+1)---(as+1)

:pi1+l_1.p6212+l_1“.p2_5+1_1
pi—1  p—1 ps—1

198 Para escribir las primeras nueve paginas, se utilizarovendigitos. Para escribir las 9910+ 1 = 90 péaginas entre la 10 y 99 inclusas,
se utilizaron 290 = 180 digitos. Hasta ahora hemos utilizado 189 digitos. Sbad llegase hasta la pagina 999, las 99800+ 1 = 900
paginas de tres digitos utilizarian @00 = 2700 digitos, que es mucho mas que la cantidad de digitosripaeAsi pues, el nimero de
péaginas es un nimero de tres digitos. Nos quedan-1889= 1701 digitos que usar, que nos dan para ¥361567 paginas mas. Asi pues,
contamos 567 paginas a partir de la 100. Esto quiere decieldiloeo tiene 666 paginas.

o(n)

200 800
269 3030

270 93

5973
1993

308 4

272

309 a=-998=b
310 2400

3119

312 1

314 384

315 580

317 Pistax® + 1= (x+ 1) (X Fx+1)

319 Pista: Demuestre primero que cSc2Ccotx — cot 2.
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320 Pista: Observe que
y 1 1

1-y2 1-y 1-y*

324 Pista: De la identidad
tanx— tany

tanx—tany =
y 14 tanxtany

deduzca que

a—b
arctara— arctarb = arctan——.
1+ab

325 Pista: De la identidad

1
\/k+1—\/ﬁ:m7

deduzca

2Vk+1-2vk< \iﬁ( <2vk—2vk—1.
Haciendok=2,3,...,n, luego

n
1
2vVn+1-2v2< Z NG <2y/n-2.
k=2 K
Como 2/2 < 3y+v/n+1> y/nse sigue que
n
1
2y/n—2< Z— <2yn—1.
k=1 vk

Poniendan = 1000000 se obtiene el resultado.

340 Pista: Ponet, = cosvy.

343 Setiene 1«
(F(x))2- f (m) — 64x
de donde
4 1-—x 2.2
(f(x) ( (m))) = 64°X )

1—x
Substituyax por ——. Entonces
yap 1+x

Divida (1) por (I1),

de donde se destila el resultado.
362 Pista; coéx = 1—serfx

370 Observe que

V= DxxH 1) (x+2) + 1= /0@ +3) 0@+ x—2) + 1= /0@ +X2 - 202 +3) + 1= /(@ + x—1)2 =2 +x— L.

Asiv/30-31-32-33+ 1 =312+31—-1=991

371 Setiene .
¥ =2 = =2 — x=12,

ya quex es positivo.

372 Se tiene

\/x+\/x+\/x+\ﬁ:2 = VX+2=2 = x+2=4 = x=2

376 Pista: Pongg = mxy divida las ecuaciones asi obtenidas. Resuelvarpara
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377 Pista: Escriba la ecuaciéon como
(2 —ox—1)10-103(x® —9x— 1) +9x0 = 0.

383 Pista: Ponga = x+ 2,v =y+ 3. Divida una ecuacion por la otra.

384 Pista: Ponga = x+Yy,v=Xx—Y.

436 ComoaB < Abse tienea(b+B) =ab+aB < ab+Ab=(a+A)b asi,%1 < %. De manera semejant®(a+A) =aB+AB< Ab+AB=
ca+A A

A(b+B —_— < .
(b+ )ya5|,bJrB < 5

Por otra parte,
7 <11:> 7 <18<11ﬁ 7 <25<18<11
10 15 10 25 15 10 " 35 25 " 15

11 4 7 . . .
y que= < —. Asi, considerando caso a caso con denominadores

25 5 . . . 5
Com03—5 = se tieng < 7. ¢, Podria seymenor? Obsérvese q%> I <10
g=1,2,3,4,5,6, se ve que ninguna de estas fracciones yace en el inteesdado. Luego entonces el menor denominador es 7.

439 Obsérvese que paraunent&rd <k<n, k(n—k+1) =k(n—k)+k> 1(n—k)+k=n. Asi,

n?2=(1-n)(2-(n—1))(3- (n—2))--- ((h—1)-2)(n-1) >n-n-n---n=n".
440 Sea
A—L1.35 999
"2 4 6 10000
y
B—2 4 6 10000
3 5 7 10001

en tanto cada uno de los cuatro factores sea positivo. Luego

1/2 < 2/3
3/4 < 4/5
5/6 < 6/7

9999/10000 < 10000/10001

Como todos los numeros involucrados son positivos, se pliclin ahora una y otra columna para obtener

35 9999 2 4 6 10000

4 6 10000<§ 5 7 10007

ap_1234567 999 10000 1
T 2325678 10000 10001 10001

y en consecuencia® < A-B =1/10001 Se deduce qua < 1//10001< 1/100,
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441 Parai fijo,

nla|=|(n—La—(—a)|=| > (a—a) <) la—aj
i#j i#j
Sumando sobre se tiene,

HZIa.KZZIa 3 .

i<j
de donde se destila el resultado. n

Obsérvese que pam =ap = ... = a,_1 = XY an— (n— 1) X, se obtiene igualdad, por lo q%no puede ser reemplazada por un valor
mayor.

442 Pongase

Tm= > a&— > a

1<k<m m<k<n
ClaramenteJo = —Tn. Como la sucesiéfp, Ty, . . ., Tn cambia de signo, elijase un indip¢al queTp_1 y T, tengan signos diferentes. O bien
To—1—Tp = 2|ap|, 0 bienTp —Tp_1 = 2|ap|. Se asevera que

mln(|Tp 1|, |Tp|): max |ay| .

1<k<n

Si de caso contrario se tuvieSg,_1| > max Tp| > max , entonces = |Ty—1—Tp| > 2 max|ag|, contradiccion.
KBy 1| lgkgn\ak|y| ol max ja| Bl = [To—1—Tp| > 2 max ja

455 De las igualdades dadas se deduce que
n

Z(xﬁ —x)2=0.

k=1
Como una suma de cuadrados es 0 si y s6lo si cada término eefukhdo es inmediato.

456 De las igualdades dadas se deduce

% (00 —x2)2+ (0 —x8)2 4+ (Xn-1— %)+ (X —0)?) =0.

Como una suma de cuadrados es 0 si y sélo si cada término ee8ukhdo es inmediato.

457 Se tiene
(r—s+t)2—t?=(r—s+t—t)(r—s+t+t) = (r—s)(r—s+2t).

Comot —s<0,r—s+2t=r+s+2(t—s) <r+sy asi,
(r—s+t)2—t2<(r—s)(r+s =r2—-¢

lo que resulta en
(r—s+t)2<r2—+t2

458 Sia= Vb, no hay nada que demostrar. Presimaseagé&. Como
(b-a)* = (vVb—Va)(vb+ va),

se tiene

a+b _Jab a+b—2\/—b

(Wb \/5
N 2
_ (b—a)?
2(vb+ a2
Se nota ahora que\Za < vb++v/a< 2vby por lo tanto
1(b—a?__(b-a? _1 (b-a)?
8 b “2brya2 8 a
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459 Como el cuadrado de todo real es positivo
(a—1)2>0 = a?+1>2a

De la misma manera,
b?+1>2bh, 2+1>2c

Multiplicando estas tres desigualdades,
(8®+1)(b? +1)(c?+1) > 8abg

como se queria demostrar.
460 Searx > 0,y > 0 conx+Yy = 100. Entonces

VXY < %/ = /Xy<50 = xy<250Q

de donde el maximo producto es 2500.

461 De la desigualdad de la media para tres nimeros,

demostrando la desigualdad deseada.
462 Usando la identidad

4y = (x+y)3—3xy(x+y)
dos veces, se tiene,

a3+ b%+c3—3abc (a+b)3+c—3ab(a+b)—3abc

= (a+b+c)®—3(a+b)c(a+b+c)—3aba+b+c)
= (a+b+c)((a+b+c)2—3ac—3bc—3ab)
= (a+b+c)(@+b’>+c?—ab—bc—ca)

Sia, b, c son positivos, entoncest b+ ¢ > 0y ademas coma? + b? + ¢> —ab— bc— ca > 0 por la desigualdaf.6. De aqui se colige que

ad+bd+c3

>
3 > abc

La desigualdad deseada se obtiene en ponianda®,v = b%,w=c?.

463 Comox +— xserx es estrictamente positiva en dicho intervalo,

9x2serfx+4 4 / 4
serrx+4 = 9xsenx+ > 24/ (9xsernx) (—) =2v9-4=12
XSerx XSernx Xserx

Luego el valor minimo es 12, que se obtiene cuando

4 2 1 1
oxsenk= — — = x2serfXx= - —> XSerx= ~.
Xserx 36 6

1 1\2 . 1, o
464 Ver quex’ —x+ i (x— E) > 0. Si todos los productos fuesenz1 héllese una contradiccion.

465 Se tiene

0< (x_./y2+1)2+ (v— \/x2—+1)2
AP +1>x /Y +1+y/ 2+ 1.

de donde

. de donde? +y? = x° +y? + 2, pero como esto es imposible, habra siempre desigualdad.

(
| x=4/y?+1
X2+

Habra igualdad si y s6lo si

[ Y=vx¥rl
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466 Por el ejemplai5], se tiene
(a+b) (b+c)(c+a) > 8abc

a>1\/a2—(b—c)®>=+va+b—cva—b+c.

b>+vb+a—cvb+c—a, c>+vc+a—bvec+b—a

Ademas,

De la misma manera,

Asi pues
abc> (a+b—c)(b+c—a)(c+a—b),

de donde se deduce el resultado.

467 La desigualdad propuesta es equivalente a

2 2 2
(LX) +(2-2) +(z,§) ~0,
y z z X Xy
que es trivial.

Obsérvese que igualdad ocurre siy sélgsiy =z

468 La igualdad siniestra equivale a
(a+b+c)®—3(ab+bc+ca) >0,

esto es,
[(a—b)?+ (b—c)?+ (c—a)?] > 0.

NI =

De aqui se obtiene el resultado, con igualdad si y s6=sib = c. N6tese que esta igualdad es valida cualesquiera sean mesal
estrictamente positivas b, .
Para la desigualdad diestra, comb, c son las longitudes de los lados de un triangulo,

la—bj <c, |b—cl<a [c—a <h
Entonces
4(ab+bc+ca) — (a+b+c)2=c2—(a—b)®+a2— (b—c)?>+b?—(c—a)® > 0.

469 Pongasx=a+b—c,y=b+c—az=c+a—b. Entoncex>0,y>0,z>0y

X+z +X Z+
a= T’b: yT’C: Ty
Nétese que
2(x+y) 2 x+y+2yxy= (VE+ )7,
cumpliéndose la igualdad si y séloxsi=y. Luego,

Vatb—c+vbtc—a=X+y<V2yxty=2vh.

De la misma manera

vb+c—a++vc+a—b<2y/c, +Vct+a—b+vatb—c<2y/a
Sumando se obtiene la desigualdad deseada. La igualdachpéeai y solo si

X=y=2z <= a=b=c

470 Pongase@ =x+Y,b=y+zc=z+x Entoncea>0,b>0,c>0y

-2 y-x2 -y (a—b)c+(b—c)a+(c—a)b
y+2z Z+X X+y b c a
ac ba bc
= —+——a—-b-c
b c a

Ahora bien,
1 (ac+ ba) _ab2+02 -
2\b ¢/
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con igualdad siy s6lo ¢ = c. De la misma manera

1(§:+E)>C }(%+E)>b
2\b a/ ™" 2\c a ’

Sumando se obtiene
ac ba bc
—+—+——a-b—c>0,
b ¢ a

de donde se obtiene el resultado. Hay igualdad si y s@e-=sh =c, esto es, sk=y=2

471 Supoéngase primero que cada factor siniestro es positiviie!se

b

(a-1+2) (b1 1) =0 (e (1*;))2) < b

Procediendo de igual manera con los otros factores se dgdece

(b—1+(—1:) (c—1+§) <ch?, (c—1+§) (a—1+%) <ac.

((a—1+%) (b—1+%) (c—1+§))2§ (abc)2:17

obteniendo la desigualdad deseada.
. . . 1 . - 1 1 .
Ahora bien, si por ejempla— 1+ — < 0, entoncesi < 1y b > 1. Bajo estas condicionds— 1+ P >0yc—1+ 3 > 0, esto es, s6lo
uno de los factores es negativo, de donde nuevamente seelatieonclusion.

b—1+1:b(1—}+i) :b(1+a—1).
c b bc

En consecuencia,

De aqui

472 Sin pérdida de generalidad se puede suponergué < c. Es suficiente entonces demostrar queb > c.
Ahora bien,

2
(a2+b2+02) > 2(a4+b4+c4)
si y solo si
(a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b)>0.
Ya que tres de los factores son positivos, también lo habs&del cuarto, de donde se llega a la conclusién.

482 Aplicando la desigualdad de las medias 3,1 ., n:

1+2+---4+n n+1
n 27

nt/n1.2...mn <

habiendo desigualdad estricta cuamde 1.

n
488 Usando CBS erE:(akbk)ck una vez, se obtiene
k=1

n 12
Usando CBS de nuevé aﬁbﬁ) se obtiene

[]=
L
o
x
o
x~
IN
/N
(1=
Ao
oy
~N
=
N
> 7 N
F
=}
=
N

IN
N
T
N

BN
N~

=
I
N
T
N

=

~——
0,
I

7N

F

[ >

=

3
N~

=
N

lo que resulta en la desigualdad deseada.
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489 Por CBS,
(1xg 41X+ +1-%)2 < (12+12+~~+12) (x§+x§+~-+xﬁ),

de donde se obtiene el resultado.

490 El cason = 3 ya se ha visto en el problerd&2. Sup6ngase ahora que> 4. Por simetria, es suficiente demostrar quey,az son las
longitudes de los lados de un tridngulo. Por la desigualés@dRiS,

(n—1) (a‘1‘+a‘2‘+...+aﬁ) < (a§+a§+...+aﬁ)2

2 2
k=
2. 2 a2\2 2.2 ,2)2 N
- (1)((a1+ai+a3 +(a1+a£21+a3)4r a‘k‘>
k=4

De aqui,
2
2(a‘1‘+a‘2‘+a‘3‘) < (af+a§+a§) 7
obteniendo el resultado.

491 Sin pérdida de generalidad prestimaseafue b? = 1. Entoncex? +d? = 1. Asi,

c3 3

<E+%> (ac+bd) > (02+d2)2:1.

Ahora bien,

2 2 2 2
ac+c- b +d 1
R =5 (+0?+P+d?) =1

bd <
ac+bd < 5 >

Esto quiere decir que

>1.
a b ~act+bd—

3 a3 1
>

492 De CBS se obtiene

x—1 y-1 z-1
_ _ 1< - =42 -4 =
VX—14+,/y—1+vz—1< x+y+z\/ " + y +

z

Ahora bien,
x—1 -1 z-1 1 1 1
—+y—+— :37<—+—+—> =1
X y z Xy z
de donde se deduce la conclusion.
Habra igualdad si y sélo si

. 3
estoes, sk=y=z= >

493 Pongase =

1,
X

1 L . 1 1 1 .
c= - La restriccionxyz> xy+yz+ zx es equivalente § + ;’ + 2 < 1. De aquia+b+c < 1. Por otra parte,

<k

xyz> 3(X+y+2z) <= ab+bct+ca<l

Ahora bien,
1> (a+b+c)?>=a2+b?+c2+2(ab+bc+ca).

Gracias a CBS, se tiene

ab+bctca< /a2 +b2+c2\/b2 + 2 + a2,

lo que quiere decir que
a®+b?+c% > ab+bc+ca

Asi pues,
1> 3(ab+bc+ca),

llegando a la conclusion.
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494 Por CBS se tiene

2o 1 5 a2
S8 2 — (S -a)
Se sigue que
S-& 1
SliaiZm(Sl—al)
y entonces
n 2 n
S —a 1
>2—=) (S—a)=5
o S -l

505 Por la desigualdad del reordenamiento,

k=1 k=1 k=1
ya queag > ky lasa’s siendo enteros distintos estrictamente positivos.

506 Pongase

a b A o3

S=bicrd ordia draribarbjo XTpretd y=c+dta

Por simetria y sin pérdida de generalidad se puede presumir g b > ¢ > d. Entonces
a'>p'>c">d"

paraunentero >0y

Y

X | =
<lp
vV
NI
vV
e

Ahora bien, por la desigualdad del reordenamiento,
a®+b?+c?+d? > ab+bctcd+da=1
y por la desigualdad de Chebyshev
1/3 3 3 ay(1 1 1 1
s> (@ 4P+ +d®) (S +S+ 42 )
4 X y z t

Usando otra vez Chebyshev,

B+ +c3+d3> % (2 +0%+*+d?) (at+b+c+d).

Dea’+b?+c?+d? > 1y 3(a+b+c+d) =x+y+z+t se concluye,

S>i(X+ +z+t)<}+1+1+1>>55—1
— 48 y X y z t)~48 3

507 La desigualdad deseada es equivalente a
n n
> %z <Y v
i=1 i=1
gue se sigue inmediatamente de la desigualdad de reordsrtami

508 Pongasey 1 = a;. De la desigualdad de reordenamiento se tiene,

n 312 n alz n
>y L= "a,

dando la conclusion.

z=d+a+ht=a+b+c
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. Por la

1 1 1
509 Por simetria se puede suponer, sin pérdida de generalide b>c Entoncesa" >hb">c"y — > _— > _—_
P P P 9 &Rb= - yb+c*c+a*a+b

desigualdad de reordenamiento

a" b" " a" p" c"
bic cra arb-aib brc cia
Y a" b" " an b" c"
b+c+c+a+a+b & c+a+a+b+b+c'
En resumen,

an . b" . ch 1(a“+b“ b"+c" c”+a”>
b+c c+a a+b 2\ a+b b+c ct+a /-’
Por la desigualdad de Chebyshev,
1
b > 2 (a”*1+b”*1) (a+b),

de donde

De igual manera,

y
c+a lynana
>_(c a
c+a — 2( * )
y asi,
an p" on an—1+bn—1+cn—1
—t— >
b+c c+a a+b 2

510 Por simetria se puede suponer, sin pérdida de generalidgafkdua sucesion es creciente. Entonces también lo @erq). Por la

desigualdad de Chebyshev
n n n
Z 1 Z Z
i 1Xi|quﬁ<' 1Xi> ( 1InXi>7
1= 1= i=

o lo que es lo mismo,

n noi <‘ZXi)

I+ =10 -
i=1 i=1

511 Por simetria se puede suponer, sin pérdida de generalide®,<qy < z. Entonces

1 1 1
(1+y)(1+2 = (1+2) (1+x) = (14+x) (1+y)’

Por la desigualdad de Chebysheyv,

x3 y3 Pl By 428 1 1 1
+ + > [ + + ]
1+y)(1+2  (1+2(1+x) (14+x) (1+y) 3 (1+y)(1+2  (1+2(14+x) (1+x)(1+y)
Sy +2  3ixtytz
3 (1+y)(1+2) (1+x)
P()ngasex—g/—+Z =a. Luego por la desigualdad de las medias,
3 . 3
Ty +y33+23 >, Za=x+y+z=3(xy23 =3, (1+y)(1+2)(1+X) < (uﬂ)ﬂlgy)ﬂlﬁ)) = (1+a).
Asi,
x? T y + z2 >adx 0
(1+y)(1+2)  (1+2)(1+x)  (1+x)(1+y) (1+a)®

Luego pues, es suficiente demostrar que
6a’
32
(14a)° 4
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Ya quea > 1y como 6a® 76(1 1 )3 el percatarse de que
q =21y )3— 1ra) p q

(1+a

1 3
a—6 (1, m) es estrictamente creciente sobre el intery@le-«[, asegura la conclusion.

. . . . . . 360
582 Midanse los angulos en sentido dextrdgiro, siendo el ofigena las 12 00. Cada minuto corrido por el minutero cueméao— =6°y

. . . . . , .40 2 . )
asi, de hora a hora, las manecillas viaj&°%= 30°. Cuando el minutero esta en el 8, éste ha V|a}gg@: 3 de la circunferencia, esto es,
2
—360 =240
3
. 2 . . .
y el horario se ha mowdg del camino desde el 4 al 5, habiendo viajado

@+§)BWp:m0.
Luego, el angulo entre una y otra manecilla es°24040° = 100°.

583 La suma de los angulos internos de un pentagonoek38 = 540 . Cada uno de los angulos internos mide pues 549= 108". Asi

AEF = 360° — AED— EDF = 360" — 108 — 90° = 162. COmoAAEF es isésceles, se desprende éw?: = M =9°.

584 De la figuraA.4 se percata quA/b\H —ACT y que AT HC es rectangulo isdsceles. Lueg/D\H +ACH =45,

Figura A.4: Problem&84.

. . . .3 . . - ~
585 Sean el nimero de lados requerido. Cada angulo exterior m%% El angulo exterior debe ser lo suficientemente pequefiocquara
' ) . ., 360 . - L
cuando la figura rote 400 60°, se obtenga una figura homéloga. Esto se satisfara cuaﬁelodwlda al maximo comun divisor de 4
360° . L, . - .
60°, que es 20. ComoT = 20° tiene la soluciém = 18, éste es el minimo requerido.

591 Se tiene
AB = AD+DB

= AE+DB
= AC—EC+DB
= AC—CF+DB
= AC—(BC—FB)+DB
= AB-BC+DB+DB

= AB-BC+2DB,

de donde, en resolviendo pd®, se obtiene el resultado.
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592 Las tangentes a un circulo desde un punto son congruente&@s 20+r y CB=6+r. La igualdad de areas revela que
1 2 1 1 2
5(204+1)(6+1) = +2(§(20)(r)) +2(§(6)(r)) — 120 26r —12=0 = (30+1)(4—r) =0.

Comor > 0 se tieng = 4.

T
593 =
7

594 Extiéndanse los lados del hexagono, como en la figusaComo los angulos del hexagono son 28da uno, enNXY Zes equilatero.
Luego
ZA+AF+FX =XE+ED+Dy,

y en restando los lados de los triangulos menores,
AB+AF+EF=EF+DE+CD = AB—DE=CD-FA,

dando una de las igualdades. La otra se obtiene de manermetme

Figura A.5: Problem&94.

616 Como/ABAMes iséscele@: MAB. De la misma manera)MAC es isdsceles »@: MAC. Asi pues
MBA+ MCA = MAB+MAC = BAC.
Pero como la suma de los angulos internos/daBC es
BAC+MBA+MCA= T,
se deducBAC= g
617 Obsérvese primero que por el teorema de Pitagoras, lalohdé cualquier cateto es menor que la longitud de la hipsterwego
AHa <AB, BHg <BC, CHgz <CA = AHa+BHg+CHc < AB+BC+CA
dando el resultado.

619 El AAHC es rectangulo eHl. [AH], [AM], [MC] son todos congruentes (en efecto, radios del circuncideild® AHC) y por lo tanto
MHC = 30°.
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639 En la figuraA.6, BO=CO, OM: = OMg, gracias al teorema33y @b = CY)VIB Por lo tanto ABOE = ACOD. AsiBMc =CDYy
AB=AC.

Mg Mc

C B

Figura A.6: Problem&39.

649 PongaséAB =a, MN = x y CD = b. Seah = h; + hy la altura del trapecio, siendn la altura del trapecidBNMy h, la altura del
trapecioMNCD. Entonces

atb _h atb h _ atb ., atb _  _ [&+?
2(a+x)  h’ 2(b+x)  h 2(a+x) = 2(b+x) N 2

650 6v/3—2m.
653 7.

654 SearD, E,F, los pies de las perpendiculares a los lad&§ , [CA] y [AB] respectivamente. EntoncB§ = a, PE =2a,PF =3a,y
[ABC| = [APB + [APC] + [CPA.

Por lo tanto
1 332 1 1 1
—.3. 2 _ (= - _.3. —.3. ~.3.
23 3 (2) 23a+233a+232a7
dandm:?.

655 Supodngase que tiene ladoc. Entonces se ve qu® tiene ladoc+ 1, c3 tiene ladoc+ 2 y ¢4 tiene ladoc+ 3. De aqui se sigue quog
tiene lado 4. Continuando este proceso se deducegiene lado 2+ 1. El largo del rectangulo es pues

(2c+1)+(c+1)+(c+2) =4c+4
El cuadradac; tiene lado

c+3+4=c+7.
El ancho del rectangulo es pues
(c+7)+(c+3)+(c+2) =3c+12
El cuadradacg tiene lado
c+7+4=c+11

Finalmente, dos lados opuestos del rectangulo tienen diovess 4+ 4 y
(c+7)+(c+11) =2c+18
Como han de ser iguales se deduce qué 4= 2c+ 18 —> c=7. Conclusion: el rectdngulo tiene areax332 = 1056.
657 SeaO el centro del circulo. Obsérvese que
[ABCAB'C'] = 2[AAOH +2[ABOC + 2[ACOA].

Se tiene

[AAOB =[AB'OA], [ABOC =[ACOB], [ACOA]=[AAOC.
Asi,

[ABCAB'C'] = 2([AB'OA] + [ACOB] + [AAOC]) = 2[AACB] = 2.
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. . . L . - . . A 3A
658 SeA el area del circulo exterior. La informacion dada estipula as cuerdas dividenfen dos regiones: una de areay otra deT.

Dividase el ared del circulo exterior en nueve regiones: cuatro rinconesocehdrea sombreada que se denomind&acdatro entre los
rincones, que se denominar@ ¥ el cuadrado, que se denomin&aAsi

A=4P+4Q+S

Las cuerdas dividen ahora al circulo mayor en tres bandasjeléreaR+ Qy una de areaQ+ S. El area de la banda central y una de las
bandas exteriores se pueden ahora expresar como
A A
2Q+S= = 2P =—.
Q+S=73, +Q=7
Luego
2Q0+S=2(2P+Q) = S=4P.
. s X _. ) o G .

Six es el lado del cuadrado central entonPes 1-7 El area del circulo interior ds= - Se colige que

659 Seay en la figura adjunta, el area de la regién amarillal area de la region rojaly el area de la regién azul. Se quieré b. Ahora
bien,

nR? n(R/2)2 nR?
La Ultima igualdad resulta en
nR?
y substitutyendo,
r+b= ? —2y=2b,
de donde = h.

Se desea ahora hallar el area de la region azul. Para logmaobsérvese qua OCD es rectangulo e@. La mitad del area de la porcion
azul se puede hallar en substrayendo del @€B el area deNOCD:

g %.H(B)Z_E.B.B . Rm-2

El area buscada es entonces
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663 Unanse los centrody C como en la figur&@.10Q El puntoB, directamente abajo del purdges la interseccion de las de rectas paralelas
a los lados del cuadrado que pasan fgrC. ComoABC = g y ACB= %T AABC es is6sceles. Evidentemenf& =2+r, AB=2—r,
BC =2—r. Por el teorema de Pitagoras,
(2—1)2+4(2-1)% = (2+1)2.
Esto simplifica a
r>—12r+4=0,
de donde = 6—4+/2, escogiendo la raiz menor que 2. Se puede también obtermdrsarvando que
V2 T o2—r

— =sen— = —.
2 4 2+4r

664 SealAD] tangente al circul® enE. EntoncedDE = DBy
AE? = AP —PE? =36—4=32 —> AE=4V2.
Ademas,
AD? = BD?—~ AB? —> (AE+BD)?2 =64+ BD? — (4v2+ BD)? = 64+ BD?,
que a su vez

— 32+ 8BDV2+BD?=64+BD? — BD=2V2.

665 SearRy rlos radios del circulo externo e interno, respectivamegitarea buscada eg§R2 —r2). Por el Teorema de Pitagor&® —r2 =
20,

(7) = 100. El &rea deseada es pues7100

C

666 Unase los centros de ambos circulos, como en la figura. GissénueR = a+ 2r, en donder es el radio del circulo menorges la
medida del segmento de recta fuera del circulo menor desmmeb del circulo mayor. Tracense dos radios del circuloaméparalelos a
los dos radios del circulo mayor, obteniendo un cuadradadi® | En utilizando el teorema de Pitagoras,

r’4+r?=(a+r)? = a=(v2-1r,

ya quea > 0. Finalmente,

R=a+2r=(V2—1+42)r = r= (vV2—1)R

R p—
V2+1
689 Trace[KL] || [AB] entre[KL] y [EF]. Use el teorem&32 Resulta qu&F =9.

690 Gracias a la formula de Heréi)ABC = 84. AABC~ AA'B'C’ y por lo tanto AA'B'C'] = 84k? dondek es la constante de semejanza. El
area de\A'B'C’ también puede obtenerse al substraer ¢l area de los trezdiaes de altura 2 formados al unir los vértices correspates
de los triangulos. Asi pues

84Kk? = 84—41(k+1) = k= %

. o ) 84
al descartarse una raiz extrafia. El area buscada es entzneezl.
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691 Véase la figura.7. Como[AD] es la bisectriz angular d& se tiene por el teorema de la bisectriz,

CDh 8
DB 11
SeaCD = 8ay DB = 11a para alguna constante ComoCM = MB, se tieneCM = 9,5a. Ahora bienDM = 1,5a. ComoDM =1 se tiene
a= Z LuegoCD = ES yDB= 2—2 Seax=HD. Luego
3 3 3
82—(1—:—X)2:AH§:112—(%2+x)2 — HaMa=1+x=225
A

c Ha DMa

Figura A.7: Problem&91
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692 SeaE’ la proyeccion perpendicular @&sobre el segment@B]. Por Pitagoras,

Since

BD 3 AC

AD 4 AB’
AABC~ ADAB. Asi, BAE = KB\Ey por lo tantoAE = EB. Se sigue qu&\ABE es isdsceles e. ComoEE' es la altura a la base de 20 de
un triangulo iséscele\E’ = E'B = 10. Por otro ladoAAE'E ~ ABACYy por lo tanto

EE AE 1 15
— === = EF ==,
AC AB 2 2

Para completar,

1 1. 15
AAEB = - -AB-EE' = = .20- — = 75.
[AAEE =3 2 2

693 Pongase
Ka=[BCO Kg = [CAQ Kc = [ABQ.

Entonces

AO [ABO _ [CAO _ [ABO+[CAT _ Kg+Kc

OA ~ [BOA] [OAC] [BOA]+ [OAC] Ka
De manera semejante se puede demostrar que

BO Ka+Kc CO Ka+Kg

OB~ Kg oC ~  Kc

Se deduce que

Kg+ Ka+ Ka+K
:BKC+AKC+A B

92=— 7 = KZKg + KZKc + K3Ka + KZKc + KEKa + KEKg = 92KAKgKc.
A B
Asi
AO BO CO Kg+Kc Ka+Kc KA+K37K,§K3+KE\KC+K§KA+K§KC+KéKA-i—KéKB-i—ZKAKBKC794
ON OB OC ~ Ka Ks Ke KaKgKc -

694 En la figura7.12], BEF = (fE\D ya que son opuestos por el vértice. TamBDC = B/F\C ya que subtienden el mismo arco. Asi
AEFB~ EDC. Luego

FE EB
ED EC
o
FE 5
3T

de dondeFE = 15. Sir es el radio del circulo entonces 2 FC = FE + EC = 16, de donde = 8.

695 SeaM el punto medio dBD. Del ejemplo833 MP y MSson iguales y perpendiculares, y tambl® y MR son iguales y perpendicu-
lares. Un giro de 90toma alAPMRal AQMS Por lo tantoPRy QSson iguales y perpendiculares.

696 SeaA el area de uno de los triangulos rectangulos de los rincaweshipotenusa 3). El area buscada es-2B. Ahora, cada uno de
estos pequefios triangulos es semejante a los triAngutésgetos mayores (de catetos 5 y 3). Como la hipotenusa ofeteisingulos esta en

15 = 1—35 Finalmente 25- 4A = 25— 135 _ 290

proporcion, & = v/34, para alguna constaﬁteLuego,Ak2 = 175 Esto resulta e = 22~ 68 =17

697 5:1
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698 Seab el nimero de unidades cuadradas pintadas en azel gimero en amarillo. De triangulos semjantes,

b 120+90+b
252 252+ 1051y

y 252+y+b

105 120+ 105+90°
Luegoy =210b =168.

AC BC
699 Seax = AC. Entoncesx+ 3x+3x = 84 — x =12. De aquiFC = - = 6 y FG =3. AdemasDC = - = 18. Se deduce que el
perimetro buscado es 39.

700 TémeseK sobreF G tal que[DK] || [EF]. Ya queAGDK ~ AGBF, se sigue que

DK DG gy
BF BG ~ °X7%
ComoAHFE ~ AHKD, se sigue que
DH DK DK 3 DK 33 9
HE EF 2y 2 3y 2 5 10

La razon requerida efg—
o

. . . - DA
701 SeaN el punto medio del segment®Ql. Por triangulos semejanteRD = 2MN, de donde se infiere qudN = - y DN = -
Obsérvese que= (AD)(DC) = (AB)(BC) y que

[ABCD = [AMND]+[AAPM]+[CPMN + [AAPB
_ (DA+2MN)DN+b+(CP;MN)NC+AB>2<PB
B (@)@ o (ga)scD+ABch
B 8 /) 4 8 4 4
_ B ppm,a
Y 32" 4
22a
- ZZ.p
2 "
a 16
Asi, S = 2.
b= B
C
} P
A B

719 Sean los dos puntdsy By la rectall . SiAB | T, construyase la mediatriz daB]. Esta intersecara @ en algln punto, digage y
a[AB] en su punto medio, llamesg SeaO el punto medio déPQ]. El circulo de centr® y radio OP cumple las condiciones deseadas.

L= — . , . . .
SiABno es paralela d. entonces las dos rectas se intersecaran en un punto, lldm8&setiene que localizar el punto de tangeriia
del circulo con la recta. Para esto, obsérveseRygebe satisfacer

TP2=TA.TB,

luegoP se construye con el proceso usado para construir la mecparplonal conocido3, A, B. Observe que hay dos posibilidades fara
Erijase ahora la perpendlculﬁ{ al desdePy la medlatrlzﬁg del [AB]. El centro del circulo buscado €s= El N 42
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736 SearPy P’ las proyecciones perpendiculares del centro del circydersar sobre los segment®8B] y [AC] respectivamente. Se&hy
Q' las proyecciones perpendiculares del centro del circydersar sobre los segment®&C] y [BC| respectivamente. Obsérvese que

AP=AP, CcQ=Cq, AP 4 2R4+-CQ=5.

Pongasé\P= AP = xy CQ=CQ =y. En considerando tridngulos rectangulos apropiados snebt

>(—cotA y—cotC
R 2’ R 2
Luego,
A C 5
X+2R+y=5 = Rcot§+2R+Rcot§ =5= R:ﬁ.
cot—+cot—+2
2+ 2+
Ademas, N
A
N 1, cosA 1.2
coté: 2:\/2+ E :\/2+5:3.
2 A 1_ cosA \/;fg
s|nE 2 2 2 b5
De la misma guisa,
C
= — 1, coC 1 3
Cotgzcosz :\/7—'— 2 :\/§+E:2
2 C 1_coC \/;fg
smE 2 2 2710
5 5
DeaquiR= —— = —.
MR=2"372 77

Aliter: Tengan los circulos centr@3y O’ como en la figura adjunta. S&la proyeccion perpendicular d& sobre[AB] y seaT la
proyeccion perpendicular d@ sobre[SO]. Se tiene

6 =[AABC = [AO'BC] + [AO'AC] + [AO'AB].

Porque el circulo de cent@ es tangente a los ladéBC] y [AC], se tiene

[AO'AC] = EZ)R’ [AO'BC]=2R.

Se hallara ahoreAO'AB] = %(AB)(SO). Obsérvese quAABC~ AOTJ. Ahora bien,
g—% — E—Z_R :>O/T—8_R
BC AC 4 5 5
Asi,
SO:ST+TO(:R+§: R
5 5
Y 1 3 13R 3R
4 = — —_ e =
[AO'AB| = 2(AB)(SG) 5 5 10
Finalmente, 3R
5R
A A
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742 SiAes este angulo, hallando el area de dos maneras distintas,

/

dd 1 s
s’serA = - = se=3 = A=
, . , (8—2)m® 3m
743 Cada angulo interno de un octagono regular rmeles— 5 Observe que cuatro de los vértices del octagono provieinectat

. . 3m, . .
mente de los rombos. Asi, dos de los angulos del rombo sgrayllos otros dos sera . Seand > d’ las diagonales de los rombos. Como
las diagonales de un rombo se bisecan en angulos rectos yhisewan los angulos en los vértices, se obtiene de la figiuatadjue

cos— \/3+3 cos /212
=cot_ 242 =V2+1

d
d’ 8 7_T 1 n
seng \/2*? 7 V2—/2

—ud//2—

746 tanp—tanqg = %.
( tan(n+1)8)—tand .
i serd si ser@ £0
31:{ n si@=0 mod 2T
1
t -n si@=m mod 2.

;
750 %Jﬁ

1 2cosd 1
758 Ponerf = 7 Entonces o0 sen®d  sen® — send

773 Osama debera viajar sobre dos segmentos de recta: prinsele(de, 1) hasta el origeri0,0), y luego desd¢0,0) hasta2,1), evitando
a toda costa el segundo cuadrante. Esto es porcue €l b > 0 entonces la recta que ung-ab,0) y (a,0) yace en el segundo cuadrante

/o2 1D

y mide /a2 + b2 unidades. La cucaracha pasa aqui unesz— minutos. Pero en el camino sobre los ejes désde0) hasta(a,0) es
a+ b unidades de largo y la cucaracha solo invierte e minutos aqui. Asi pues, en tanto

2 12
a‘+b
a+b< ; )

la cucaracha debera evitar el segundo cuadrante a todaRestepor la desigualdad de la media
2ab< a?+b? = (a+b)2=a+2ab+0? <2a%+20% = a+b<v2\/a2+12,

- . 1 L . 1 .
lo que significa que en tanto la velocidad de la cucaracha sggeihdo cuadrante sea— serd mejor evitarlo. Ya qug: < , se sigue lo

1
, V2 V2
anunciado.
774 Es suficiente demostrar la desigualdad en el caso de que &basd sean positivos. Para esto, pong&e- (0,0), L = (a,b) y
M = (a+c,b+d). Por la desigualdad del triangu@M < OL + LM, en donde ocurre igualdad si y sélo si los puntos son cokseflero

entonces,

(a+¢)2+ (b+d)2=0OM < OL+LM = /a2 + b2+ /2 + o2,

. S . a ¢
y laigualdad ocurre si y sélo si los puntos son colinealés, &s SIB =5
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776 Usese la generalizacion del teorema de Minkowski y el hecieold + 144 = 145, El valor buscado eS;».

777 Se tiene
O SilLt pasa pof—2,3) entonces
(t—2)(-2)+ (t+3)(3)+1x—-5=0,

8
de dondd = 11 En este caso la recta es

30,
11

25
117

135

11

y=-3.

X=-T7.

+3
t =1/3. En este caso la ecuacion de la recta es
5 10

7§X+ ?

5
y—éfo.

este caso la recta pedida es
—4x+y—25=0.

(—7,—3) es un candidato para tal punto. Como

- ) o1 . . 2—t . 2—t
La recta de ecuacion— 2y — 6 = 0 tiene pendlentei y L tiene pendlentet—. Las rectas seran paralelas cuap{df— =

L; sera paralela al eje desi el coeficiente d& desaparece, lo que ocurrird cuande2 = 0, o seat = 2. En este caso la recta es

L; seré paralela al eje desi el coeficiente dg es cero, lo cual necesita- 3 =0, o seat = —3. En este caso larecta es

1
S or

3 2

1 . . 1 . .o 2—t . . 2t
Larectay=—=x—5tiene pendlentez y L tiene pendlentm. Las rectas seran perpendiculares (:u;):tlcv_~d_<i}3 =4ort=—2.En

Sital punto existiese, entonces pasaria por las rectasalegy horizontales de la familia tlearriba obtenidas. Por lo tantgg, yo) =

(t—2)(~7)+(t+3)(-3)+10 —5= Tt +14-3t—9+10—-5=0

el punto(—7,—3) pasa por todas las rectasno importa cual valor de

_— — _— —
799 Se tiene, por definicion de’, AN’ = N'B, y por construccionMN’ = N’'N. Asi,

N —_— —
MN = MN +NN
_— —
= MN+MN
s ., =
= MA-+AN +MB+BN
— —
= MA+MB
Igualmente,
— —_— — — —_— — — —_ —
MP=MB+MC, MQ=MC+MD, MR=MD+MA
Como
— —_—  — — — —
NR=MR—MN, POQ=MQ-MP,
se deduce,
—_— = _— — —_— —
NR-PQ = (MR—MN)—(MQ—MP)
—_ =3 — — —_—) = — —=
= (MD+MA—-MA—MB)—(MC+MD—MB—MC)
—
= 0.

De manera semejante se estableceﬁée: @ Luego,NPQRes un paralelogramo.
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urea . n , . , .
805 Como las rectagjAj, i # j son (2> en namero, existe una recta en el plano, llamémbsime no es paralela a ninguna de ellas. De

igual manera, existe una recta en el plano, llaménSstue no es paralela@. Desplazand® paralelamente a si misma en la direccion de
D’ se pasan los puntds uno a uno. Es suficiente detenerse cuando se hallan ppsaduos.

821 Por ser baricentros de sus respectivas rectas, existe@sagalc con
L=aB+(1-a)C, M =bC+ (1-Db)A, N =cA+(1—c)B.

Se procede ahora de manera formal. Se tiene

/0 a 1a\ |4

Como

1-b
b )

S

de donde se obtiene el resultado.

824 Se tiene por la ley de los senos,
BL _ ABserBAL _ ABserC (AB)?
[C cAserLAC CAseABC  (CA)Z’
Como la division del segmentBC] es externa, se debe tomar el signo negativo. De igual manera

CM (BC)? AB (CA)?

MA  (AB2’ NB  (BC)Z

El resultado se deduce ahora en multiplicando estas ragaestilizando el Teorema de Menelao.

825 SeanAABCy AA'B'C’ copolares erD. Apliquese el Teorema de Menelao&aDBC (con puntos menelaicds C’,B), AOCA (con
puntos menelaicosl, A',C") y al AOAB (con puntos menelaicd$, B, A'). Entonces

=1,

de dondd_,M, N son colineales.

«— «—

Reciprocamente, sedwABCy AA'B'C’ coaxiales e, M, N. EncuéntrensBB y CC’' enO. Ahora bien AMCC' y ANBB son copolares
enL. Luego, por lo ya demostrado en la primera parte de estegamabldichos triangulos son coaxiales, esto es los put&s0O son
colineales. Se recoge que los trianguie&BCy AA'B'C’ son copolares e@.

826 Por ser baricentros de sus respectivas rectas, existesagalc con

—

— — — — — —
0 =aA'B+ (1—a)AC=bB'C+ (1—b)B'A=cC'A+(1—c)CB.

Luego

e
vy)
T
)

BA

B ¢

I

BC 1-b CA 1-c
b

2
@)
@
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y
— — —
AA = aAB+ (1-a)AC, BB =—AB+DbAC, CC =(1—c)AB—AC.
Obsérvese que de las igualdades arriba obtenidas se dispren
BA CB AC 1-a)(1-b)(1—
AC B'A CB abc
Se distingue dos casos, dependiendo desi| BB o no.
SiAA || BB entoncesaib=a— 1 lo que implica qués(c— 1) +1 = 0, que a su vez implica queA’ || CC.
— — N N N =
SiAA no es paralelo BB, entoncesib# a— 1. Un puntoP tal queAP = xAB+ yAC yacera sobre las tres rectas’, BB y CC' siy sélo
si

(1—a)x—ay=0, bx+y=bh, —X—(1—cly=c—1
Este es un sistema de dos variables y tres ecuaciones, poe lm@ de ellas es redundante. Ahora bien,

ab b(1—a)

(:l__a)x_ay:o7 bX+y:b:> X:mv y:m

Estas soluciones deberan satisfacer la tercera ecuacidmy fanto,

ab b(l1—a)(l—c)

_ _ =c—1
ab+1-—a ab+1-—a ¢

—ab—b(l1—a)(l-c)=(c—1)(ab+1—a)
ab—b+bc—2abc—c+ca+l1—a=0

(1—a)(1—b)(1—a)—abc=0

1111

como se queria demostrar.

843 Seaﬁ/l, a?y ﬁ’vectores, desde un orig€harbitrario hasta el muelle, el roble y el pino, respectivareeSea una rotacion de 90
—_ =
hacia la derecha. Las condiciones del problema requiergtoresOX y OY que satisfagan

- —_— —_— = —_—
OX = OR+r(OR—OM), OY = OP—r(OP—OM).

Asi pues
- = —_— -_— =
OX—-0Y OR+OP+ r(OR—OP)
2 N 2 2
es independiente de la posicién del muelle. Esto propoaaioralgoritmo para encontrar el tesoro: tomdcamo el origen, luego el tesoro
— —
., PR+r(PR

esta enf.
860 Seap = KB\B/ yy= B/’Ii: Luego

CB CBseny

— = en elAABC

B'’A  ABsenp
y

CP  CBseny ,

PC ~ CBsenp en elAC'BC.
De aqui

CB-AB CP-C'B
BA  PC
y asi
CP CH-AB

PC ~ BA-CB’
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ComoAB = AC' +C'B, en substituyendo se tiene

Por el Teorema de Ceva,

luego

de donde se obtiene el resultado.

CB-AB CB/(AC +C'B)

BA-CB  BA-CB
CB.AC CB.CB
~BA.CB  BACB
_ CB.AC  CH
~BACB ' BA

BA CB AC

CB.-AC _CA
BA-CB  AB’
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